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Из предисловия к первому изданию 

В основу настоящего учебного пособия положены матери- 

алы лекций, которые читались автором на протяжении мно- 

гих лет студентам факультета вычислительной математики 

и кибернетики МГУ, обучавшимся по программе бакалаври- 

ата. Книга содержит семь глав, тематика традиционна для 

вводного семестрового курса теории функций комплексно- 

го переменного. От слушателей требуется владение основами 

математического анализа в объёме первых трёх семестров. 

Специфика пособия состоит в подробности изложения и 

насыщенности текста примерами и разбором типовых задам. 

Сформировавиийся в результате материал, думается, может 

оказаться полезным и для проведения упражнений по кур- 

су. Этому способствует ещё одна особенность книги — нали- 

чие в конце каждого параграфа вопросов для самопровер- 

ки и заданий для домашней работы. Таким образом, внима- 

нию читателя предлагается относительно замкнутый учебно- 

методический комплекс. 

С другой стороны, необходимо подчеркнуть, что книга со- 

держит всего лишь введение в комплексный анализ, поэто- 

му только в малой степени даёт представление об одной из 

красивейших областей классической математики. Любозна- 

чельные студенты могут продолжить знакомство с предме- 

чом, руководствуясь списком литературы, который приведён 

в конце пособия. Он включает в себя не только источники, 

чак или иначе цитированные в настоящем издании, но и до- 

полнительный перечень книг для дальнейшего изучения.
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Глава 1 

  

   

  

Основные понятия комплексного анализа, 

  

    
    

   
     

$1. Комплексные числа и их свойства 

1.1. Основные определения 

Ко мплексным числом называется упорядоченная пара, 

2 = (1;9), где тУуЕВ. 

Первый и второй элементы пары (5;у) называются действи- 
тельной и мнимой частями комплексного числа 2 соот 

ственно. Обозначения: х= Вел; у= а & т 

Равенство комплексных чисел. 

По определению д = 22 

        

  
=> 1=12 и Ш=ЕУу. 

Отметим, ч то понятие " ие й в : е "больше" ("меньше") для комплекс- 
тисел не имеет смысла. 

              

ВА множестве комплексных чисел {2} вводятся операции 

глоокения и умножения следующим образом: 

    

  

  

  2 + 22 = (41 +42; и +2); (1) 

  

21: 22 = — г ) 1: 22 = (1152 — 912; 212 + то). (2) 

_ мы Множество элементов вида 2 = (т;у) сопера- 

и сложения (1) и умножения на вещественное число Л: 

Аз = (Ах; Лу) 

  

     

     
иотся линейным пространством. Если в нем ввести мет- 

у 

Р(гл, 22) = У (21 — 22)? + (у — 92)?,
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то оно становится обычным евклидовым пространством В. 

Таким образом, пространство комплексных чисел С — это 

пространство В2, наделенное операцией умножения (2). 

Легко проверить, что введенные в (1) и (2) операции сло- 

жения и умножения подчиняются коммуталивному, ассоциа- 

тивному и дистрибутивному законам. 

По определению: 0= (0;0); 1= (1;0). 

Пусть 21, 22 Е С. Операции вычитания и деления вводят- 

ся как обратные по отношению к (1) и (2) соответственно. 

При этом 

ж- 22 = (71 — 22; \ — 2); 

2 Т172 + ф —х а ( 1 . в т и), 230. 

22 22 + 25 + У 

> Равенство (3) очевидно. Для доказательства (4) доста- 
2 1 

точно проверить, что —.2=а Ч 
22 

Множество комплексных чисел {2} с введенными выше 

арифметическими операциями, нулем и единицей является 

полем. Это поле С - расширение поля действительных чи- 

сел В. Заметим, что действительное число х при этом отож- 

дествляется с парой (2;0). Число вида (0;у) называется чи- 

сто мнимым числом. 

1.2. Комплексное сопряжение 

Определение. Комплексно сопряжённым с числом 2 = 

(2; у) называется комплексное число 2 = (%;—. 

Утверждение 1 (свойства комплексного сопряжения). 

Имеют место следующие равенства: 

а) 
6) 
в) 
р ) дЕ2=Я2; 

   

    

д) п в=Я. 2; 
е) 2:2 =2:22, 2520. 

> Докажем, например, д). Пусть м = (21), 2 = 
(т2; у2). Тогда для произведения 21 22 

21 22 = (1112 — уу; фт — 121). 

С другой стороны, = (21; у), 2 = (12; 2), по- 
этому в соответствии с (2) : 

21: 25 = (2172 — 9142; —212 — 221), 

что и требовалось ч 

1.3. Геометрическая интерпретация 

Комплексное число 2 = (7;у) можно рассматривать как 
координаты точки на плоскости В? в декартовой системе ко- 
ординат. Множество С при этом отождествляется с множе- 
ством всех точек плоскости (или множеством векторов с на- 
чалом в точке (0;0), т.е. радиусов-векторов соответствующих 
точек). Эта плоскость называется комплексной плоскостью 
(=), ее ось абсцисс называется действительной осью, а ось 
ординат — мнимой осью. 

   
Рис. 1 Рис. 2 

Отметим, что точки, изображающие числа 2 и — 2, симмет- 
| ричиы относительно начала, координат, а точки, изображаю- 

ие числа, 2 и 2, симметричны относительно действительной 

вен (рис. 1).



    

      Изображение комплексных чисел векторами на плоскости 

позволяет геометрически интерпретировать сложение и вы- 

читание комплексных чисел как соответствующие действия 

с векторами (см. рис. 2, 3). 

1.4. Алгебраическая форма комплексного числа 

Введем в В? базис, образуемый векторами 1 = (1;0) 

и 1= (0;1). Тогда любой элемент 2 = (т;у) однозначно 

представляется в виде 2 = тЕ+ У1, или, как обычно 

принято писать, ДЕЯ. 

Это представление называется алгебраической формой за- 

писи комплексного числа, 

Заметим, что в соответствии с (2) 

й = (0:1). (0;1) = (-1;0) =-1. (5) 

Тогда сложение и умножение комплексных чисел в алгебра- 

ической форме можно проводить по обычным правилам дей- 

ствий с многочленами с учетом (5) и приведением подобных 

членов: 

т 22 = (21 +йл) + (22 + #42) = (21 + 22) +1 (9 + 92); 

122 = (21 Нл) - (22+) = 21 то + ту +1 (21 +12) = 

. = (2122 — 1 92) +1 (212 + 129). 

Комплексно сопряжённое по отношению к 2 число имеет 

вид = (1; -у) ЕЗТ-И. 

Примеры. 

1. Найти действительную и мнимую части комплексного 
— 

0-9 _ а __ 
(+9) а-2 5 

мшс=-1 < 

Отсюда   > Е - = 

  

Е 

  

  

    

  

  

       

      

(2) 
У 2 

й 

ф 
0 х 

21 - 22 т=|2| Ф=478 2 

Рис. 3 Рис. 4 

  

  

  

2. Решить уравнение: (2)? =2. 

> Пусть д = +, х,уЕ В. Тогда уравнение можно 
переписать в виде (1-1)? Ет+и. 

В соответствии с п. 1.1 получаем систему уравнений 

рт, 

—2ту=у. 

                      

Из второго уравнения этой системы имеем у=0 либо 

в = —5. Поэтому 

=0 1 УЗ 
== т == РА у = [221 Ф 5 = ==. 

Ответ: #=0; #=1; =-5+4%; 1 ч 

      

3. Доказать, что многочлен степени 

  

Р.(2) = в 27+ 12" "+... + а, 

      

  

( действительными коэффициентами а, наряду с каждым 

комплексным корнем 20 имеет также корень 20. 
> В самом деле, по свойствам комплексного сопряжения 

   
   

  

  
      Рь(2) = 027 + а 21+... ав =



  

= ао (2)" + а, (2)"* +... +а» = Р„(®). 

Поэтому если Р,(2) = 0, тои Р»(20) = Р‚(2) = 0, что и 

требовалось Ч 

1.5. Тригонометрическая форма записи 

Положение точки 2 = (5;у) на плоскости можно также 

определить с помощью полярной системы координат: (г; Ф), 

где г — расстояние от точки, изображающей 2, до начала ко- 

ординат, ф - угол, который составляет радиус-вектор точки 

х с положительным направлением оси абсцисс (рис. 4). 

Поскольку 

х=гс05ф, у=гэмФ, (6) 

получаем тригонометрическую форму записи комплексного 

числа: 
д =г (созф +151). (7) 

Замечание. Если & = 0, то т = 0, а угол ф не опреде- 

лен. 

Принято называть г модулем, а ф - аргументом ком 

плексного числа х и обозначать: г = |2|, ФЕ Атвл. 

Из (6) следует 

т = \/ 22 + У, Ета аа, у Уи Уяти 
Аргумент 2 определён неоднозначно: Атв 2 = {атв2 + 

21}, где К пробегает множество 7 целых чисел, а агё 2 

— главное значение аргумента, т.е. то значение, которое по- 

падает в заданный промежуток длины 2т. Обычно прини- 

мают один из следующих вариантов: 0 < атё2 < 2м или 

—пл < м2 < т. Как правило, из контекста, ясно, какой из 

них используется; если это не так, делают уточнение.   

  

13 

Отметим, что |21—22|= р(21, 22) — евклидово расстояние 
между точками 21 и 22. 

Утверждение 2 (свойства модуля комплексного числа). 
Справедливы следующие свойства модуля: 

а) |#>0; |] =0 + 2=0; 
6) || =; в) [-2=12|; 
г) 27= |2; д) о [21 22| = [21| [22]; 

    
е) а == [а] 5 0: 

%| > [| * 22 ; ж) |2| > | Вез|; |2| > [Шо 21|; 

3) неравенства треугольника: 

[+2 < [|+ [6|[; [а 22| > ва] — |221. 

> Доказательства свойств а) - г), ж) очевидным обра- 
зом вытекают из равенства |2| = \/12 + у?. Равенства, д) 

е) можно получить на основе (2), (4) и определения моду- 
ля, но проще они следуют из равенств (10)-(11) (см. ниже). 
Для доказательства, з) можно использовать геометрическую 
интерпретацию (см. рис. 5) ч 

Примеры 

1. Доказать тождество 

рат + 25 + |1 — 22 = 2 (21 + |251). 

> 1-ый способ. Пусть 21 = 11 + Ид, 22 = 22 + Ир. Тогда 

[21 + 22 = (21 + 22)? + (и Е 2)?, 

откуда, 

2 2 
[ел + 22 + [м — 2 = (чаи +) =2 (м + |1). 

2-0й способ (см. рис. 5). Решение очевидно, если на плос- 
кости (2) изобразить векторы 21, 22, 21 + 22, 21 — 22 и приме- 

нить известную теорему планиметрии (равенство параллело- 
грамма) ч
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Замечания. 1) Формула (9) здесь рассматривается как 
определение е*®. 

2) Из формулы (9) получаются следующие равенства (они 

также известны как формулы Эйлера): 

1 2 : 1 . ь 
с08ф = = (е* г? 1 = — (6% ем ф 5: +е%), зао 5 (*-е*). (11) 

Утверждение 3. Справедливы следующие равенства: 

а) ел ей? — ей ($1442) ; 6) е 1 : е2 — её (1-42) 

в) (е“)" =, пЕЙ; г) [|| =1 ЕВ; 
Е 21 й : 

д) ейФ+2т®) — е#, КЕЙ, в частности, ет —1. 

; 

Рис. 5 

2. Доказать неравенство > Доказательство проводится неносредственными вычис- 
-и< | атё 2|. (8) лениями. В частности: 

2 

. . . к . , 

| а) ©“? е*?2 = (сов фу + & эт фл) (с08 фо + 1 зщ >) = 

{> Рис. 6 дает геометрическую интерпретацию (8). ЗАЗСЬ 

точки Ди С соответствуют числам 2 и 1, тогда число Я 

изображается точкой В, где ОВ = 1. В левой части данного 

неравенства стоит длина хорды ВС, которая стягивает дугу г) | с“ вара ыы обеде ее а 

длиной |агё2| < 

1.6. Показательная форма 

(с08 фу с08 2 — т фу зщ 2) +1 (т фу с08 2 + с08 ф1 т 2) = 

= с03(41 + 2) +1 эт(фи + 62) = е 1+2); 

Примеры 

1. Представить в показательной форме следующие ком- 
Используя формулу Эйлера 

плексные числа: 
аа о, (9) а) с=5; В с=-2; фсе=ё; адс=1-#. 

равенство (7) можно записать в виде Ь 2 ен ЦЕ ыее и Юсе БЕИ. 

= г (с0озф +11) =те*, (10) 5) В этом случае |с| =2, мес=л, тогда с=2е" (+28, 

де КЕЙ. 

который называется показательной формой представления 
с) Поскольку |<| =1, агвс = 

комплексного числа. При этом 

Вед =т с0озф, Ша=тзШУ; т=|2|, ФЕА!Б а; И) Так как [| = авиные 

ый ей яч 

‚ тос=е" 9+ вед. 
— т (-1+26 ‚ то с = М2 е"(-4+ ), 

э
м
 

3 

Е=т (с03ф —# зщ) =те`



  

и 
  

4. Найти модуль, аргумент, главное значение аргумента Замечания. 1) В представлении чисел примеров а) — 4) 

(ара (—л;п]) следующих комплексных чисел 2: в показателе экспоненты используется Ат с. Вто же время    

    
при проведении арифметических вычислений согласно п. д) а) «= (1+#/3)4; а по. т 

утверждения 3 можно ограничиваться каким-то конкретным ? = 7 99 4 тт 4 

значением ф © Атс с. Обычно (но не обязательно) берут ф = . я 
> а) Для числа с= = |с| = = 

ка, ) д й 1+#/3 имеем г | =2, авс=з, 

2) Для получения модуля и аргумента, чисел в пи. а) - а) тогда 2 = с = 24е 3, следовательно, 

полезно рассматривать их геометрическое представление. ] 4т . дп. 2 

|2] = 16; Ахв 2 = [тот КЕ 2}. аге 2 = 3—ж=-3. 
2. Формула Муавра. Используя представление (9) и п.в) 

утверждения 3, имеем: 

2 = (ге*)" = т" е"® = т” (совпф +1 эт тф) , 5) Очевидно, |2| = \/ сз? й + 312 я =1. Поскольку &вф = 

в частности, . 
(совф +1 зщ ф)” = совпф +1 этпф. —1 и Вез < 0, Пиз > 0, тофЕ Ав 2 = | +21, КЕ "} 

3. Найти действительную и мнимую части следующих ком- Зт # 
откуда агв2= — ч 

плексных чисел: 4 

142)" + (1-5; Ва з т зшф). а) (1+1) + (1-9 ) (1+ совф-+ $) 1.7. Извлечение корня из комплексного числа 
. 17 : —11 

а) Так как 1+1=\У2е'4, 1-1=5У2е 4, то > а) № У2 , У? , Определение. Комплексное число 2 называется корнем 
. . пп —4т П-ой степе 3 = $ -а+0" +9" = (И (#1 +е #) - Е епени из числа с: 2 = с, пЕМ, п>1, если 

# =с. 

Заметим сначала, что {/0=0. 

Исходя из показательной формы представления комплекс- 
п пп т пп .. т 1+3 

92 (соз— + ёзш-— + с08— 1 —} =2 2.с08 —. 
4 4 4 

ного числа с= ре“, где с=0, имеем: 
4 4 

Итак, Вес=21+3 сов", Ни б=0:. 

5) Используя формулы Эйлера (9), (11), получаем т=с & те" =ре® & { Г ЯР, т КЕЙ. 
. 

ф=а-+ тк, 

с= (1+ совф + ёшф)" = (1+ е*)" = 
а+27Е  атес-+ Е 

РИ ( 5)! и аф тр пр Поэтому г= Ур, о И ат 

=е2 [ез+е 2| =2 сов” © (сов +5"). п п 

2 2 2 1 ЕСН 

Отсюда и м == {/ре п ‚, КЕЙ. (12) 

биосе вое — 2” со" Р за Р 
Вес = 2” с0$ о сов”, тс = 2” с0$ о 1 — я (Через $/р обозначен арифметический корень из положи- 

тельного дей ного действительного числа р). НАУЧНАЯ 

БИБЛИОТЕКА 

Км д а МУ 7



   

    

       

  

   

  

Из (12) ясно, что для получения всех различных значений 

& = 2% достаточно взять К = 0,1, .-`, (п-1). Таким образом, 

существует ровно п различных значений {с при с # 0. 

Геометрически равенство (12) означает, что точки 2, К = 

0,1,...,(п — 1), расположены в вершинах правильного п 

угольника, вписанного в окружность радиуса {ИР с центром 

в точке 2 =0 (рис. 7). 

Примеры 

1. Вычислить значения корней а) У-%; 65) 1. 

> а) 1-ый способ. В соответствии с определением надо 

найти такое число 2 =2+ и, чтобы 2? = —. 

Имеем , . 

2_,2 и 9 7-у=0, 
д-у+жу=-м + Е: > 

1=У, $—==Уь или 
| 12 =-1 | 22 =1 

Первая из систем не имеет решений (5 и у- действитель- 

ные числа!), а вторая даёт два решения: 

ры ши те. л=1-$, 22 = —-1+%. 
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—$+2тЕ) : 2-ой способ. Так кк с=-%=2е то 

21,2 = Ус == У2еС 1+, к = 0, В, 

т.е. м 
а = У?е #1 = 2 (51-155) =1-%; 

22 = Убе = 2 (вт нь) =-1+%. 

) Так как с= —1 = е# (п +21), в 

д = У =, к =0,1,2,3. 
Итак, имеем четыре значения корня: 

ОИ, асе рр аа ый 
; т} в! 8=-в 

2. Решить уравнения 

а) 2=8; 65) 2+72-8=0. 

> а) Ясно, что д = 0 - решение. Если 2 7 0, то 

з=те®. Тогда т3е3? =те. Отсюда т? е =1, зна- 
пк ; лк 

Чит, г =1 и 4р = 27, те. Ф=-5, так что 2=е' 2. 

  < 

Для получения различных значений достаточно взять К = 

0, 1,2. Итак, приходим к решениям 2 = +1; 2 = +. 

5) После замены # = 23 имеем квадратное уравнение 

  

=1 
Р+7-8= + ое: 

оУтому, вычисляя значения 

| т тк ПЕК 
вы У1=е’з, 2=% 8 = Зе, где К = 0, 1,2, 

учаем 6 решений данного уравнения: 

  

1 
#=1, = 5 (-1+43), д=-2, 2=148/3 ч
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1.8. Расширенная комплексная плоскость. Стерео- 

графическая проекция 

Если множество всех комплексных чисел С (комплексную 

плоскость) дополнить бесконечно удалённой точкой (некото- 

рым условным комплексным числом со), то получится рас- 

ширенная комплексная плоскость С, те. С=СУЦ {о}. 

Моделью расширенной комплексной плоскости является 

так называемая сфера Римана, а взаимно однозначное соот 

ветствие между точками С и точками этой сферы задается 

стереографической проекцией. 

Пусть 5 — сфера единичного диаметра, которая касается 

комплексной плоскости в точке О (рис. 8), аР - точка сфе- 

ры, диаметрально противоположная точке О. Произвольной 

точке М плоскости сопоставим ту точку М Е 5, в кото- 

рой отрезок, соединяющий № с Р, пересекает сферу. Легко 

видеть, что таким образом задано взаимно однозначное со- 

ответствие 5 \ Р <> С. Если самой точке Р сопоставить со, 

получится взаимно однозначное соответствие 5 «> С. (В 

рассмотренной модели 5 и есть сфера Римана). 

Введем в трёхмерном пространстве и на комплексной плос- 

кости системы координат соответственно Об и Оту так, 

чтобы оси О&, Оп совместились с осями От, Оу соответ- 

ственно (рис. 8). 

Утверждение 4. Пусть # =т+ ту — точка комплекс- 

ной плоскости, а М(Е, 1,6) - соответствующая ей точка 

на сфере Римана. Тогда 

Ры у 
=——, =——, =——[—[—., 13 

=, "тр <= 1+8 (13) 

РУС: (14) 

      

   

   

вается уравнением 

а+т+ (6-3) 
2 

Точка, №, изображающая 2, имеет в трёхмерном пространстве 
координаты (т,у,0). Заметим сначала, что №(0, 0, 0) «> 

№М(0, 0, 0). Далее рассмотрим точки, отличные от начала, 

1 1 
> Сфера радиуса, 5 ° центром в точке | 0,0, 5) описы- 

4 
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+ @+7+9=(. (15) 

е 

  

      

  

Р 

Рис. 8    

   
= т 

координат. Поскольку векторы РМ = (&1,6—1) и РМ = 

(г, у, —1) коллинеарны, то 

бт 
т 

Отсюда 

| $ 

в. 
1+ |212 

\‚ преобразования (14) 

с —1 ЕЕ р0. 
—1 

< 

Кт, п= Ку, С=1- К. 

Подставляя полученные выражения в уравнение (15), имеем 

№ (22 +92) + (Е- 1) =1-Ё © К(12 +2) =1-К, 

Таким образом, получаем формулы (13). 

Имся в виду, что Е =1- С, приходим к формулам обрат-



    

1.9. Вопросы и задачи. 

1. Докажите формулу (4). 

2. 

3. 

4. 

Докажите пи. 6) и е) утверждения 1. 

Докажите п. 6) утверждения 3. 

Найдите Ве х, Пал, |2|, Аг 2, агё 2 Е [0;2т), если 

)== (3+4); 

о е) = 

(-1+#/3)8°. 
р # = (2 ' 9) .=—3-е 5 

1+ с0з а + { зщ а ый, 
1- с0за — 1 91 а 

 2= 
т 

®) = 1-08 7 +217; 

. Докажите тождество 

[2122 + 1+ -— 22|? = (1+ |212) [С [22 [?) : 

. Докажите неравенство 

в < || - +1. |815. 

. Пусть |21| = [22| = [23| > 0 и ж+22+23 = 0. Докажите, 

что точки, изображающие числа 21, 22, 23, ЯВЛЯЮТСЯ 

вершинами правильного треугольника. 

‚ Какое из следующих равенств верно, а какое — нет: 

а) агб =” = п агв 2; Б) Аге =" =п Агв 2; 

с) Ато 2” =п Агв 2 + 27К, КЕЙ?   

  

1 
. Пусть 2+ =2 008 а. 

50 

23 

. Пусть Р,(2) - полином 1-ой степени. Что можно сказать 

о его коэффициентах, если: 

а) Р.(2) = Р,(8); ь) Р.(2) =-Р8)? 
  

Докажите, что тогда 

1 
+ — =2 с03 па. 

2 ‚ 

. Вычислите значения корней: 

а) /—6%; в) У2-2\3$8; с) У—2+м. 

. Докажите, что сумма всех значений УТ равна нулю. 

. Решите уравнения: 

а) ^+4=0; 9 2-64=0; © 2=271; 

а) 2+8 = 832; е) = +122+2=0; 

В и+2-др-и=0; 9) 2+92+4=0; 
п) 24123 — 87 +8=0;  2+#=0; 
Л) 2+2. =0; к) (2=42; 
1) 2-22 =4%; т) 22.2 = Вед; т) 22.5 = Ши 2; 

о) "+27? +...+#+1=0, ПЕМ. 

Какое множество на комплексной плоскости соответству- 
ет а) экватору сферы Римана; 6) нижней полусфере 

при стереографической проекции ? 

Найдите образ первой четверти комплексной плоскости 

на сфере Римана. 

Докажите, что при стереографической проекции окруж- 

ностям и прямым комплексной плоскости соответствуют 
окружности на сфере Римана. 

Указание. Используйте уравнение окружности и фор- 

мулы (14).



   
    
  

Найдите образ на сфере Римана, семейства, параллель- 

ных прямых комплексной плоскости. 
17.    

Как соотносятся радиусы окружностей, являющихся об- 

разами одноимённых параллелей верхней и нижней по- 

лусфер Римана? 

18. 

        

Докажите, что образы 21, 22 © С точек Ми, М. Е Б, 

симметричных относительно центра сферы (и отличных 

от ее полюсов), отвечают условию 2122 = —1. 

19.    

  

   
Сферическим, расстоянием рз(21,22) между точками 21 

и 22 комплексной плоскости называется евклидово рас- 

стояние между образами этих точек на сфере Римана. 

[21 — 22| 
Докажите, что  р5(271,22) = = пет. 

( ) 1+1 [22 +1 

Указание. Используйте соотношения (13)-—(15). 

20. 

    

$2. Кривые на плоскости. 

Множества на комплексной плоскости 

   

2.1. Кривые на плоскости 

Пусть на отрезке @ < Е < В заданы две непрерывные 

функции 2(#) иу(®) . Тогда на этом отрезке определена непре- 

рывная комплекснозначная функция действительной пере- 

менной 

=(В) = (9 +190, Е [6 В]. (1) 

Определения. 

Задание функции 2 = 2(0, 16 [=; В], определяет объ- 

ект у на плоскости, называемый непрерывной кривой. 

Уравнение (1) называется параметрическим уравнением 

этой кривой. 

Кривая 7 ориентирована по возрастанию независимой пе- 

ременной #. Говорят, что эта ориентация ‘индуцирована пара» 
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метризацией (1). Точка 2(а) является начальной, а точка 
=(В) — конечной точкой кривой 7. 

Кривая, отличающаяся от 7 только противоположной ори- 
ентацией, обозначается //`". 

Если существуют такие значения &1,4, не совпадающие с 
обоими концами отрезка [а; В], что Н 2, а #(Н) = 2(Ь), 

то соответствующая точка, на кривой называется точкой са- 
мопересечения, или кратной точкой. 

  

  
    

  

а) Е (=) 

ЁЖ————— 
о 1 № 

ь У (2) 

———=—_> 
9% 

от @ 

о Г х 

Рис. 9 Рис. 10 

Непрерывная кривая без точек самопересечения называл 
ется простой, или жордановой кривой. 

| Непрерывная кривая, у которой совпадают начальная и 

нечная точки, называется замкнутой.   

  
Примеры. 

  

  
и) 2=ь СЕ [0;1]. Это простая кривая 7) — отрезок 
ствительной прямой с началом в точке 2 = 0 и концом в 
Ко 2 =1 (см. рис. 9а)). 

#=1-& Е [0; 1] - простая кривая 7" — отрезок 

   

  



  

  

  

      

    
Уравнением задан дважды проходимый отрезок с начал 

лом и концом в точке 2 = 1 (см. рис. 9%)). Это замкнутая 

кривая, для которой каждая из точек, принадлежащих ин- 

тервалу (0;1) вещественной прямой, является точкой само- 

пересечения. 
. 

4) = со ЗЕ (с; ы — та же кривая, что ив п. 6). 

е) 2=2ей, фе [0; п]. 

Уравнение задаёт верхнюю полуокружность радиуса 2 с 

центром в начале координат (рис. 10). Это простая кривая с 

началом в точке 2 = 2 и концом в точке 2 = —2. 

К д=—1Ё+ей, фе [0;2]. 

Это окружность единичного радиуса с центром в точке 

2 =-1 (рис. 11), простая замкнутая кривая. Положительное 

направление на ней (определяемое возрастанием параметра) 

— против часовой стрелки. 

3 
со Раз, ФЕ Г =, 

9 2=\ 4 7 Зт 
не "т |. “ (. и) ве (5 "| 

Кривая состоит из трех звеньев астроиды и отрезка мни- 

мой прямой, имеет точку самопересечения (рис. 12), те. не 

является простой. 

Замечание. Следует подчеркнуть, что множество точек 

плоскости, координаты которых удовлетворяют (1), вообще 

говоря не тождественно кривой 7. Во-первых, на кривой име- 

ется ориентация; во-вторых, одна и та же точка плоскости 

может разниться как точка 7 (если соответствует различным 

значениям параметра) — см. примеры а), ) ис). 

С другой стороны, одна и та же кривая может быть пара» 

метризована по-разному (см. примеры В иа)). 
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Рис. ПИ Рис. 18 

Определения. 
Непрерывная кривая 2(® = (® +190, ЕЕ [а; В], 

называется гладкой, если функции 5(® и у(®) в её уравне- 

нии непрерывно дифференцируемы на отрезке [;[], при- 
чем (2’(®))? + (у(9)? 20. Другими словами, кривая глад- 
кая, если функция 2({) имеет непрерывную производную 

(В = +1 и #@ 20 при всех ФЕ [<; В]. 
В случае, если кривая замкнута, для обеспечения гладко- 

сти требуется ещё выполнение равенства 2’(а-0) = ='(В—0). 

Если 2'(%) =0 при некотором значении %, соответству- 

ющая точка 2 кривой называется особой. 

Непрерывная кривая называется кусочно гладкой, если её 

ожно разбить на конечное число гладких кривых. 

Простую замкнутую кусочно гладкую кривую будем на- 

вать простым замкнутым контуром, или, короче, кон- 

Юм. 
ПВ дальнейшем, будем. рассматривать только гладкие или 

очно гладкие кривые. 

Ламечание. Геометрически условие гладкости кривой 

мает, что в каждой своей точке эта кривая имеет касаз 

ную, положение которой меняется непрерывно. Кусочно 

кривая имеет касательную всюду, кроме конечного 

й точек.
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Примеры. 

Кривые из пп. а),6),е),/) гладкие; в п. с) кривая кусочно 

гладкая с особой точкой 2 = 0 (так как 2’(0) =0), это за- 
мкнутая кривая, не являющаяся замкнутым контуром; кри- 
вая п. 9) кусочно гладкая с особыми точками 2 = -Е1, 2 = +4. 

2.2. Множества на комплексной плоскости 

В дальнейшем будут рассматриваться различные множе- 
ства из С или С. 

Определения. 

Расстоянием между множествами Е1 и Е› называется 
число р= Ш 2-С|. 

2ЕЕ1, СЕЕ2 м 

Диаметр множества Е равен 4= зир |#- (|. 
2,СЕЕ 

Множество ограничено тогда и только тогда, когда его 

диаметр конечен. 

Круговой окрестностью (или е-окрестностью) точки 2о 
(20 2 со) называется множество Ке(20) = {2: |#-—м| <}, 
те. круг радиуса е с центром в точке 2. 

Мы будем также использовать обозначения окрестности 
К., К(2) или просто К в зависимости от контекста. 

Проколотая е-окрестность точки 20 — множество К; (20) = 
{2:0< |2 - м] <}, те. круг радиуса, е с выброшенным 
центром 20 (20 7 со) (возможные обозначения: К., К(ло) 
или просто К). 

Круговая окрестность точки 20 = со в С и проколотая 
окрестность бесконечно удалённой точки в С - это множества 
Кв(со) = {2: |2| > Е}, где В > 0, и Ка(с) = {2: В< 
[2| < {со} соответственно. 

Точка 2 называется внутренней точкой множества Е, ес- 
ли существует её (круговая) окрестность, все точки которой 
принадлежат Ё. 
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Точка 2 называется внешней по отношению к множеству 
Е, если существует её (круговая) окрестность, все точки ко- 

торой не принадлежат Е. 

Если в любой (круговой) окрестности точки 2 имеются 

точки как принадлежащие, так и не принадлежащие Е, та- 

кая точка 2 называется граничной точкой множества Е. 

Совокупность всех граничных точек Е называется грани- 

цей множества Е (обозначение: ДЕ). 

Множество, все точки которого внутренние, называется 

открытым множеством. 

Окрестностью точки 20 будем называть любое откры- 
тое множество, содержащее эту точку (а, значит, вместе с 

ней и некоторую круговую окрестность К(2о)). Обозначе- 

ния: 0(2) или 0. 
Проколотая окрестность точки 20 - открытое множе- 

ство, содержащее некоторую проколотую круговую окрест- 

ность К (20), но не содержащее точку 20. Обозначения: П(20) 

или 0. 

Точка 2 называется предельной точкой множества Е, если 

в любой её окрестности находится бесконечно много точек Е. 

Множество называется замкнутым, если оно содержит 

все свои предельные точки (в частности, если ему принад- 

лежит вся граница). Обозначение: для Е соответствующее 

замкнутое множество, или замыкание, — Е. 

Множество Е называется связным, если любые две его 

точки можно соединить непрерывной кривой, целиком при- 

надлежащей Е. 

Непустое множество О на комплексной плоскости называ- 

ется областью, если Ш - открытое и связное множество. 

Граница области считается положительно ориентировам- 
ной, если при обходе по границе область расположена слева. 

Область О на плоскости называется односвязной, если 

любую простую замкнутую кривую, принадлежащую О, мож- 
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5) Открытый круг без центра 20 : {2: 0< |2 | <г} 
с) Замкнутый круг: {2: [2 — 20| <г}. 
4) Внешность круга: {2: |2 — | >г}. 
е) Круговое кольцо с центром в точке 20 между окружно- 

стями радиусовти В (0<г<В): {2: т<|2-д|< 8}. 
Р Луч, выходящий из начала координат под углом а к 

действительной оси: {2: ме2=а}. 

9) Внутренность угла с вершиной в точке 2: 
{2:а < атв(2 — 2) <В} (здесь В-а< т). 

п) Верхняя полуплоскость: {2: Ши > 0}. 
1) Нижний единичный полукруг (открытый): 

{<} {ш2 < 0}. | 
7) Прямые, параллельные координатным осям: 

{2 рум =10}; {2: ё=%} (2, \% ЕВ). 
ертикальная поло ха: - са, с границами: {2 : 21 < Вед < 12}, 

1) Замкнутый прямоугольник со сторонами, параллель- 
ными осям координат: {2: 21 < Вез < 12, и < 2 <}. 

но непрерывной деформацией стянуть к точке из р. В про- 

тивном случае О является неодносвязной областью. На рис. 

13 представлены примеры односвязных областей, а на, рис. 

14 — неодносвязных. Стрелкой указано положительное на- 

правление обхода границы. 

СВ 
Рис. 13 Рис. 14 

Теорема (Жордан) (без доказательства). 

Простая замкнутая кривая ^/ разбивает комплексную плос- 

кость @ на две области — внутреннюю (ограниченную кри- 

вой 7) и внешнюю, неограниченную, содержащую бесконеч- 

но удалённую точку (она также имеет границу д: 

Внутреннюю по отношению к границе 7 область будем 

обозначать #47), а внешнюю область обозначим её’. 

Область О на комплексной плоскости односвязная, если 

для любой простой замкнутой кривой, принадлежащей Б.хеё 

внутренность также целиком лежит в р. 

2.3. Примеры множеств, задаваемых уравнениями 
и неравенствами. Построение таких множеств 

1. Записать в комплексной форме уравнения: а) прямой; 

) окружности. 

> а) Уравнение прямой на плоскости имеет вид 

ах + у +а=0, а? +6? 20, а, ,4ЕВ. 

  
Примеры. 

Введенные выше в $1 понятия и их геометрический смысл _ 2+8 #22 

о ы } > икре  У-'-э и Получаем 
для задания различных множеств на 2 5 

комплексной плоскости. 
[#+2)-%(2—2)+24а=0 © (-#)2+(а+8)2+2а=0 

) 

а) Открытый круг радиуса г _> 0 с центром в точке 2 : и 24140 —0, 6) 

В =а+%, В;0, Р=24. 

в) Уравнение 

а (22+?) +2 +2жу+а=0 = 

{2 вм! < г}. 

1 Этот факт совсем не очевиден в свете результата голландского матема’ 

Л.Брауэра, доказавшего в 1912 г. существование любого числа областей, имею: 

общую границу. 
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а2 

ь\? с\? П+е-аа в) Рем, 
а а 

где а720, В+ с? —а4а>0, задаёт окружность на, плоско- 
2+2 

9 ) 
  сти. После подстановки в исходное уравнение т = 

#28 2 2 _ 
==: › т+у =22, имеем 

в 

а 22-6 (2+2) —ю© (1—2)-4 = 0 & а22+(6—4) 2+ (6-е) я+а = 0 

или А22+В2+В=+р0=0, (3) 
где А=а, В=ф+кс, Р=а, ВВ- Ар=Р+ с? -ва>оч 

2. Указать множества точек комплексной плоскости, удо- 
влетворяющих указанным условиям (рассматриваемые ниже 
задачи можно решать как аналитически, так и исходя из гео- 
метрических представлений). 

а) [2—4] = |244. 

> 1-ый способ. Так как |2 — %| выражает расстояние 

между точками 2 и 20, то искомое множество — серединный 
перпендикуляр к отрезку, соединяющему точки 2 =4 и # = 
—41. Очевидно, это прямая у = —х, или множество точек 

комплексной плоскости: {1 =т—11, ЕВ} (рис. 15). 

2-ой способ. Пусть 2 =5-+й/, тогда но определению мо- 
дуля комплексного числа, 

Мет - УНР + уч 
1 

5) Ве-=с. 
2 

> Заметим, что 2 #0. Пусть д = +). Так как 
Я т-и 2 

ее то ——— =с. Отсюда 
2 72 + 2 

1) с=0 + т=0 - мнимая ось за исключением 2 = 0;   

) 
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2 
п. - ыы 2) с20, тогда ту = #7 ( =) +у 42 

это окружность с центром в точке 2 = 5_ и радиусом а 

за исключением точки 2 =0 (рис. 16) ч 

с) [| > 1+ Пар. 

> Перепишем неравенство в виде 4/1? -+ 2 > 1+у. 
Ясно, что оно выполнено для всех у < -—1. При у> -1 

имеем 22 >1+29. 
Итак, искомое множество — часть плоскости, находящаяся 

1 
под параболой у = 2 (1°—1) (рис. 17) ч 

     
# 

Иа 

Рис. 16 

а) |2-а < а2-1|, тде [а|<1. 

> Используя равенство |2|? = 22 и свойства ком- 
плексного сопряжения, проведем преобразования: 

#-а| < аё-1 © |2-а < 42-1? + 

(=—а)(2—а) < (а--1)(а#-1 © [2+ -1- а? < 0 

© (2 -Па- |) <0 @ [< 1, 

так как |а|<1. Таким образом, искомое множество — 
внутренность единичного круга ч



  

  

  

2.4. Вопросы и задачи 

1. Изобразите следующие кривые на плоскости: 

а) д=В, 4Е 0; 1]; в) д=В, + [0; 1; 

с) ЕВ, 1Е [-1;1}; а) 2=В, Е [-11}; 

е) д=зшЬ 1Е [;5]; Г) = эщь фЕ [0;л]; 

1 -+ей, Е [55], 

ф-т, Е (п;2м|; 

5) а=Е+12, ве [0;1]; 7 д=Р +4, Е [-1; 1}; 

й 1 = 1 

К) анеьае [3] 1) вет [5 

да=лчей, &е [-п;п]; №) == | 

туа=ей, ье [0;41] («Е С); ры 
, ) . 1+Р 1-2 ‚ 

фЕ [-1;1; 0) з=ае +", ЗЕ; 21], а,6- 

действительные числа. 

Какие из этих кривых а) простые; 6) замкнутые; в) | 

гладкие; г) кусочно гладкие? Есть ли среди этих кри- 

вых совпадающие? 

2. Запишите в комплексной форме уравнения следующих 

линий: 

а) у= аз, аЕе В;  2-р=ф, ае 

с) + -2=1. 

3. Какие среди множеств в примерах п. 2.2 а)замкнуты; 

6) открыты; в) являются областями; г) односвязными 

областями? Каковы границы этих множеств ? 

4. Односвязно ли множество К (с0) = {|| > Е} вС; в о 

5. Изобразите множество точек плоскости, для котор 

выполнены следующие соотношения: 

а) 1<|22+4 <4; в) 1< 2+2 $3; 
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с) ав 2 = ар (2+1-—1); а) п — аге (222)| < 7; 

  

  

  
  

  

  

  

9-м; ЛЬ 
22 —1 

) 2-@ |< з ее 51 (>; М < вел 
а |2? > шЯ; Л 21 <Ве2+6; 

вю 1< +1 <2, : 1<[2+2-<3, 

5 < м8 (2+1) 50; [ал8 (2+2 1) < 4; 

т) Ве1> 1, 1 т ; $ => 2; п) ш- 55; 0) Га 5-1 = 

йе 1 
Ш [-+-] >21; и ; р) (#+5)>5 4) Ве. 120; 

2—1 1 1 ш 2-50; - т) 150; 8) Ве () + (#)> = 

а 
$) 1 (Е) = и) -И<т; 9 |Р-й < 

%) 22| < 2+1. 

‚ Какие среди множеств а) — и) предыдущей задачи яв- 

ляются а) областями; 6) односвязными областями 7 

\3. Последовательности и ряды комплексных чисел 

3.1. Предел числовой последовательности 

Определения. Последовательность {2} сходится к пре- 
у 20 (20 72 со) : Да 2. = 20, или 2 —* 20 при п —> со, 

и УЕ > 0 3№(е) Мп > М = |%- 4] <. 

Отметим, что геометрически сходимость последователь- 

комплексных чисел не что иное, как сходимость после- 

тельности точек в евклидовом пространстве В2. 
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Последовалельность {2.} является бесконечно большой, 

если УМ>0 ЗМ(М) %>М = м >М. 

Если рассмотрения происходят в С, то вэтом случае гово- 

рят также, что последовательность {2.} сходится к 20 = 09. 

Замечание. Очевидно, справедливо следующее утвер- 

—00 + бреет В, При пс: 
ь 

ждение: 

Пусть 2, = 1. + й/» (п=0, 1, О нь 
№т т = 20, 

Теорема 3.1. Нш 2 =42, Я © же 
р. 5 т, 0, о 7 Вто =. 

ъ—>со 

> а) Поскольку |1| < |1|, у < |2|, то из условия 

ож 0 следует вы в] 30 и №-и 0 
одновременно при п -* ©. 

Обратно, если для произвольного е > 

ливы неравенства 

0 Уп > М справед- 

Е 
У’ 

Е 
| — 20] < 375 и ш-и| < то |2. —2|<Е Ч 

плексный случай. 

Утверждение 2. Пусть 2» = Тп ей", где т» = [2%] Фи 

ати, п = 12... 

следует 2. — 4 = То ео при п — со.     

       

  

   

  

   

    

  

   

   

      

    

      

     

  

Вследствие теоремы 3.1 все основные результати теории 

пределов для действительных чисел переносятся на ком- 

Отметим несколько полезных свойств сходящихся после- 

довательностей. 

Утверждение 1. Если 2. — 20, 10 [2и| — 20|, 1 —* ©9. 

> Доказательство следует из неравенства 

|2 — [21| < [= — 20] < 

Тогда из условий т, — То и Фп —* 90 
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> Для дж =те”" = т, (сов фь + 19 фи) 

последовательности действительных и мнимых частей имеют 

пределы у 
Шт тр с08 фи = То 08 0, 
п-—со 

т, Та 1 фи = То Ш Фо, 

поэтому результат вытекает из теоремы 3.1 ч 

Замечание. Обратное утверждение неверно. 

ор Найти пределы следующих последовательно- 
стей: 
а) т 

Е 

ия, 
_п-#. :\" 
тт, а>0; с) == (1+1) . 

> а) Как было отмечено выше, теоремы об арифмети- 

ческих действиях с пределами остаются справедливыми для 

комплексных чисел, поэтому 

п 1-й 

лы Ща = 
п-ю т пк а 5 2, 

п 
‚ 

—|=--+0 
т 

так как при п — со 
  

  

ь) Для га > р силу п. г) утверждения 3 $1 имеем 
е 

нЕ 0, когда п -» со, следовательно,   
па 

Ш 2 =0. 
оо 

    

При а = 0 получаем расходящуюся последовательность 
ет 

==. р $1 ее, (соз + 1 зшп). 

_Лействительно, если бы существовал предел этой последо- 

тьности, то |24к — 24к+2| —>0 при К —* 00. Но УЕ М 

Ва... = |е“* + ен — [е +1 |е-* +е' = 26081 #0. 
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с) Используем представление числа в показательной фор- 

$ Гл | 
ме: сп ТН = тем", где т, = 1+, = 

Существуют пределы 

. : 1 
В = Ша (т,)" = Ша (1+2) =: 

п-со п—оо п 

а = Ша пф, = по =1 
п-+со п-—оо 

ыз
 

(при вычислении второго предела мы использовали эквива- 

лентность бесконечно малых при п -> со величин фи и $5 фи). 
Поэтому в силу утверждения 2 существует предел 

Ша (с„)” = Веб =е!' = соз1 +1311 < 
п-—со 

3.2. Ряды комплексных чисел 

Определения. Ряд ь а (1) 

членами которого являются комплексные числа 2„ = ху, 

называется стодящимся, если сходится последовательность 
п 

{3„} его частичных сумм: |. 8 › 2. При этом число 

А=1 
8 = Ши 3» является суммой этого ряда. 

п-—+оо 

Ряд (1) называется абсолютно стодящимся, если сходится 
со 

ряд У. (2) 
п=1 

Теорема 3.2. Ряд (1) сходится тогда и только. тогда, 

когда одновременно сходятся ряды > Та (> Яра 

п=1 

> Доказательство следует из определения сходимости ря- 
да, и теоремы 3.1 ч   
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На комплексный случай переносятся следующие факты. 

Утверждение 3 (критерий Коши сходимости ря- 

да). Ряд (1) сходится тогда и только тогда, когда 
пр 

Уе > 0 3№(%) \ > М, УрЕМ = |5.4ь — 8, = кр 2к| < Е. 

К=п-1 

Утверждение 4 (необходимое условие сходимости 

ряда). Если ряд (1) сходится, то шо. 2, =0. 

Утверждение 5. Если сходится 1 яд (2), то стодится 

и ряд (1), т.е. из абсолютной сходимости ряда следует его 

сходимость. 
со 

Утверждение 6. Абсолютная сходимость ряда У 
п=1 

равносильна одновременной абсолютной сходимости рядов 
© со 

у ТТ, и у` Ул - 

п=1 п=1 

Замечание (о признаках абсолютной сходимости 

ряда). Для исследования ряда (2) применимы известные 

признаки сходимости, рядов с неотрицательными членами 

(признаки сравнения, Даламбера, Коши, Гаусса, интеграль- 

ный признак и т.д.} 

Примеры. Исследовать сходимость следующих рядов: 

2 5? +2 3+42\” па 
: 4 Зи? — 21’ ‚9 (=) 9 чт 

  

п=1 

ве о БР _ ла _ 5 
и @ о ав 
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3+4 1 1 
= (4/ п) 1% |5 ({/п)з о < 1, значит, данный ряд 

сходится абсолютно согласно признаку Коши. 

24 — пп п 2 
с) Так как — = та 5 

) п? +1 (- п т +1 
п 

а ряды с вещественными членами ОН -— и ро ева ин 
© 2 = 

У` т сходятся (первый по признаку Лейбница, вто- 
п 

П=1 

рой - по признаку сравнения), то сходится и данный ряд (см. 
теорему 3.2) ч 

3.3. Вопросы и задачи 

1. Следует ли из сходимости последовательности {|2,|} схо- 
димость последовательности {2}? 

2. В каких случаях сходимость последовательности {|2„|} 
равносильна, сходимости последовательности {2}? 

3. Покажите, что утверждение, обратное к утверждению 
2, вообще говоря не верно. При каких дополнительных 
условиях оно имеет место? 

4. Пусть последовательность {2 = + п,,} бесконечно 

большая. Верно ли, что хотя бы одна из последователь- 

ностей {т»„} или {у„} также бесконечно большая? 

5. Докажите, что любая последовательность в С содержит 
сходящуюся подпоследовательность. 

6. Найдите Ши 2», если он существует, для следующих 
п-+со 

последовательностей (агвз Е (—п; п]): 
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10. 

11. 

    
.л 2 2 30+1 да У 

а) ж% =П Ш _ +1 и Ь) 2. = (1-8) (т) } 

З 

$ ” ОЙ 
Е в фа ееах 2+", 

9 (==) = ( п 
АТ ай ", е) 2. = агё -2+ > = 4 эт+т) } 

  

2\" | 
9) =. = ны 2) } быв (1-0* 

1 пы 
$) м о ) (здесь аЕВ). 

. Найдите все комплексные числа 2, для которых сходит- 

ся в С последовательность {2„}. Вычислите пределы 
этих последовательностей: 

а) 2. = (242)"; 6) 2. = с) ж=т. 2”, КЕЙ. ^ . 

1+” ’ 

. Исследуйте сходимость следующих рядов: 
© > 22 — Зп м: 48)" о юры 9 

=. 1 
а п те" 

  

хи (= ="). Е (0,2п). 

. Докажите ть утверждения 6. 
у со со 

2 
Докажите, что из сходимости рядов > И > Я. 

п=1 о п=1 

2 где Вел, > 0, следует сходимость ряда У) и 

п=1 

Докажите, что из сходимости ряда ) 2„ следует схо- 

П=1 
со 

п 
димость у` [2.|, если |агв | <а< 5: 

п=1    
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84. Функции комплексного переменного. 

Непрерывность 

4.1. Определения и примеры 

Определение. Пусть Е, Е С С. Говорят, что на множе- 
стве Ё определена функция комплексного переменного (ФКП) 
1: Е >Ь, или ш = {(2), если ЕЕ ЗЕЕ 
ш = 1 (2). 

Замечание. ФКП - это функция, определенная на, неко- 

тором множестве Е С С, значения которой, вообще говоря, 

также являются комплексными числами. Однако, в отличие 
от ситуации, принятой в вещественном математическом ана- 

лизе, функции комплексного переменного могут быть как од- 

нозначными, так и многозначными. Отметим также, что до- 
пускается 20 =с<Е ЕЁ, щч=оюЕЁ. 

Рассмотрение многозначных функций будет ниже огова- 
риваться особо. 

Определение. ФКП и = {(2) называется однолистной 
на множестве О, если Уд, 2 Е.) = и = 

(2) 2 из = 1(22) (те. обратное отображение на множестве 
КР) является однозначным). 

При этом Д будем называть множеством однолистно- 
сти функции ш = (2). 

Пусть на некотором множестве Е.С С определена, одно- 

значная функция ш = {(2). Обозначим ш = и+®, д = 

х+и (тру иое В). Тогда задание ФКП ш = {(2) равно- 
сильно заданию пары действительнозначных функций двух 
вещественных переменных, которые определены на, множе- 
стве плоскости Оху, соответствующем Е (сохраним для него 
обозначение Е). 

Примеры. 

а) Линейная функция и =а2-+6, а5ЕС.   
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Линейная функция определена на С, однозначна. При 

а 7 0 она однолистна, так как имеет однозначную обратную 

  функцию 2 = ‚ также определённую на всем С. 

5) Функция щ = 2? определена на С и однозначна. 

Это неоднолистная ФКП, так как и(—2) = (2). Она име- 
ет двузначную обратную функцию, также определённую на 
С: 2 = уш (при всех и # 0 корень имеет ровно два раз- 

личных значения). 

ФКП ш = 22, Е С, порождает пару вещественных 

функций и = 1? —- у; = ху, определённых на, всей плос- 

кости Оту. . 

с) Функция ш=- определена при 2 7 0, не является 

мы 

однолистной на множестве определения, так как \(—2) = 

(=). 
122 22-у _ __ 24 

Поскольку = ы РВ’ то и= ау” ® = ар : 

4.2. Некоторые элементарные функции комплекс- 

ного переменного 

Степенная и обратная к ней функция. 

Степенная (с натуральным показателем) функция имеет 
вид 

=”, гдепем. 

Очевидно, (0) =0. Для ш#0 из 2=|2|е® выте- 

кает ш = |2" е"®. Отсюда следует (покажите!), что обла- 
стью однолистности степенной функции является внутрен- 

т 
ность всякого угла а<ф<В, В-а< =» В честности 

< ат = 2 Ф< — |-



  

  

Обратная к степенной функция 

ш= У/2, тде пЕМ, п>1, 

определена в С и является п-значной (см. п. 1.7). 

Показательная функция. 
По определению: 

Е = с" (созу + 1зту), 2=х+И,. (1) 

Если и = и, тодля ш=е? имеем ие? су, и= 
е? зту. 

Из (1) следует периодичность функции е? с периодом 
Т = 28, КЕ #1, Е 2 0. Заметим также, что |е?| = 
Ме?" (соз? у + зш? у) = е? > 0, поэтому е? #0. 

Логарифмическая функция. 

Логарифмическая функция и = Гл д в комплексной плос- 
кости определяется как функция, обратная к показательной 
(1). Поскольку функция е? периодична, она неоднолистна в 
С, поэтому логарифмическая функция - неоднозначная. 

Если принять обозначения и = и + м, = [21 ©18* то 
для 2720 имеем 

е" = [2 ее” =х < е*.е® = ||. ем8® 4 
ы 1 = аге2 + 2лк, 

откуда 

Гоа = Ш |2| + Атва = Ш |2| +1(ав2 +21 К), К ЕЯ. (2) 

Ограничившись рассмотрением главного значения аргумен- 
та, получим однозначно вычисляемое главное значение лога- 
рифма: 

ша= |2| +тагеа. (3) 
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(Обратите внимание, что в формуле (3) используется то же 
обозначение ш, что и для вещественного логарифма, поло- 

жительного действительного числа |2|, 2 #0). 

Тригонометрические функции. 

По определению: 

е+ей . ей —е® . т 08 2 
08 2 = ша = а = ——, ва = 

2 2 с0$ 2 

Справедливо основное тригонометрическое тождество: 

я а ей? + е-® 2 е* — е-#\? 

08° 2 аш“ а = [О |) =. 

  

эта’ 

2 2 

Так же непосредственным вычислением устанавливается 
формула приведения: 

с0$ (2 _ г) = : (8-9 и г (8-2) = 

и . 1 1 а . 
=- (се ® —1е*) = — (ее =) = т 2. 

2 

Легко проверить, что имеет место равенство 

с05(21 — 22) = 0821 ©03 22 + 1 21 зш 22. 

Из этих формул следуют все остальные формулы триго- 
нометрии, известные из курса элементарной математики. 

Обратные тригонометрические функции. 

Введем значения и = Агссоз2 как множество решений 

относительно и уравнения ” 

д = с08щ < ее "= 24.    
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Решив это уравнение (см. ниже примеры из п. 4), получим 
равенство 

Агссоз 2 = —# [а (2+ \2? —1), (4) 

определяющее бесконечно много чисел (здесь можно исполь- 
зовалъ какое-то одно из пары значений \/2? — 1). 

Аналогично 

Атсзш 2 = —# Га (12 = УТ - 22); |) 

й 1-22 . 
Атсёе 2 = 5 ты * # 7 +. (6) 

Гиперболические функции комплексной переменной опре- 
деляются аналогично вещественному случаю: 

е-+е* ее * В 2 сЬ 2 
Ба = — ва =, а = —^, Е = =. с6 2 2 ‚ ЗВ 2 5 ‚ 2 а: НЯ г 

Отметим полезные равенства (они проверяются непосред- 
ственно): 

с? 2 — 32 2=1 (основное тождество) 

с0$ (12) = св 2, зщ (12) =23Ъ 2, (7) 

сЬ (21 + 22) = сВ 2 сВ 22 + В 21 ЗВ 22, (8) 

ЗВ (21 + 22) = В 21 св 22 + с 21 В 22. (9) 

Из равенств (7) очевидна, неограниченность в С тригономет- 
рических функций зша и с052. 

Примеры. 

1. Найти действительную и мнимую части следующих чи- 
сел: 

а) зт(4-3); 6) Ш(1+9; с) 13-9. 

> а) с=31(4-38) =э14- с0831 — с084 . зш 3 = 
= $14. <63 — $ с034 . 853. 

  

     
    
  

Итак, Вес = зш4.с63, Шис= - с0з4 . 33. 

5) с= (1+9 = №1 + +25 (1+9 =в 2+7, 

значит, Вес- 2, аес= т. 

©) с=1а(УЗ 9) = 3-Я +1 Аг (УЗ-@ = 

=2+# (-5+27#), ей, откуда Вес= 2, 
Пас = В+ < 

2. В каких точках комплексной плоскости функция св 2 

принимает а) действительные значения; 6) чисто мнимые 
значения? 

> Так как  св2 = (5+8) = 6х ся + 365 зВй = 
СВ х созу +1386 т зшу, то 

. 365 =0 
а) Га (6 2) =0 = з№;зту=0 + == 

= т=0 

у=лп, ПЕЙ; 

5) Ве (2) =0 < сх созу=0 + созу=0 

> у=о+тт, пе Е ч 

3. Доказать”, что  Га(л 22) = Гал + [п 22, 
где #2220, 21, 22 Е С. 

> Пусть с = 2, с2 = [1122, тогда, согласно опре- 

делению логарифма, 21 =е“, 22 = е"?. Поэтому 21 22 = 

е“! . е* = еч+%, значит, с +0 = (7 22), что и 

требовалось ч 

4. Решить уравнения: а) зш2=0; 5) с0з2=1. 

2 Отметим, что правая часть равенства представляет собой сумму множеств. 
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> а) Используя определение зт2, после замены # = е® 
приходим к уравнению ° 

1 
бе + Р=1 © ее =1. 

Отсюда 242 =121к = х=лЁ, КЕЙ. 
Итак, синус в комплексной плоскости имеет те же самые 

нули, что на вещественной прямой. 

5) Аналогично предыдущему получаем уравнение 

1 
+1=% & Р-2+1=0 

й = (1+2): 
< 1=1Е\У-2 % 

ЗА Н 

Из равенства, $ = е* имеем 12 =Таё % з= Аи. 
Первое из значений & дает серию решений 

#=-# 11+ У2)1= (в + УЗ + (2+2”*)) = 

ж (5+2л®) - 4+ У9), 
а второе: 

2 = — (1 - У2) = - (ь-У+: (-5+2**)) = 

= (-5+2=*) —-1 (2-1), КЕЙ. 
Замечание. Можно было воспользоваться формулами 

(4)-(5) < 

4.3. Предельное значение ФКП 

Пусть (2) — однозначная функция, определённая в неко- 
торой проколотой окрестности 0 точки 20 = 50 + 4. 
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Определение (предел ФКП в точке). Комплексное число 
17 со является пределом }(2) в точке 20 Е С, если 

\{2.}, 2 ЕП, 2—2 => /[(2) 1 при п ©. 

Это определение предельного значения функции по Гейне. 

Так же, как в вещественном случае, можно доказать его 
эквивалентность определению по Коши: Ша {(2) =[ 

2—20 

УЕ> О 36(е) > 0 Уз: О<#-д| < = |172) -И<е. 

Определение предельного значения ФКП нетрудно сфор- 

мулироваль и в случае, когда, какое-либо из чисел 2%, [ (или 
они оба одновременно) равно со - сделайте это! 

Теорема 4.1. Пусть {(2) = и(т, у)+%(х, у), 20 = хо, 

1=а+% (51ЕС). Тогда 

: _ и(т,у) —а, т—> а, 
Вы НИХ пр а 

> Доказательство вытекает из определения предела функ- 
ции и теоремы 3.1 ч 

На основе этой теоремы на комплексный случай перено- 

сятся утверждения об арифметических действиях с предела- 
ми функций из вещественного анализа. 

Теорема 4.2. Пусть существуют пределы 

и 1(2) =А и Ш  9(2)=В. 
2-20 2—20 

Тогда существуют пределы 

в (+9) -АЗВ: 
А № Л-ко-А-в: в 5, ВиО



   
  

4.4. Непрерывность функции 

Определение. Функция }(2) со значениями из С непре- 
рывна в точке 2 множества, Е С С, если 

УЕ > 0 56(е) > 0 \ ЕЕ: [1-м] <6 = |/(2)-Ка) <е. 

Ш 9 -Лы). (9) 
Заметим, что вариант определения непрерывности (10) го- 
дится и для случая С. 

Определение. Функция {(2) непрерывна на множестве 
Е, если она непрерывна в каждой точке Е (обозначение: 
}еЕС(Е)). 

Теорема 4.3. Непрерывность /(2) = и(т, у) + и(т, у) в 
точке 20 = 10 + 1% Е С равносильна непрерывности двух 
функций и(т,у) и з(т, у) по совокупности переменных (5, у) 
в точке (то, у) Е В2. 

Иными словами: С-непрерывность }(2) = и(т, у)-Н (т, у) 

Это значит, что существует 

равносильна В?-непрерывности двух функций и(т,у) ио(т, у). 
> Доказательство следует из определения непрерывности 

и теоремы 4.1 ч 

Теорема 4.3 дает возможность перенести на ФКП следую- 
щие основные свойства непрерывных функций двух действи- 
тельных переменных. 

Теорема 4.4. Пусть функции р (2) и (=) непрерывны 
в точке 2. Тогда непрерывными в этой точке являются 
также д 

ле+ье; ле; т 
(последняя — при условии }ь(2) 0). 

Теорема 4.5 (о непрерывности сложной функции). 
Пусть функция ] определена на множестве Е и непре- 

рывна в точке 20 © Е, а функция д определена на мно- 
жестве Г, принадлежащем образу множества Е, причём 
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100 = (20) Е Е и функция 9 является непрерывной в точке 

‘ио. Тогда сложная функция 9(}(2)) непрерывна в точке 20. 

  

   Определение. Функция }(2) равномерно непрерывна на 

множестве Е С С, если 

УЕ > 0 36() > О Ул, 2 ЕЁ: |м-—22| < 6 = |У(а)-1(2)| < с. 

Справедливы следующие утверждения. 

Теорема 4.6. Равномерная непрерывность {(2) = (т, у 

+и(х,у) на множестве Е С С равносильна равномерной 
непрерывности обеих функций и(т,у) и о(т,у) на этом 

множестве, рассматриваемом в ВЛ. 

Теорема 4.7 (Кантор). Функция }, непрерывная на огра- 

ниченном замкнутом, множестве Е С С, равномерно непре- 

рывна на множестве Е. 

   

      

Примеры 

1. Исследовать непрерывность ФКП: 

а) К =т. 
> Если =хт+и, { (2) =т-и=и-й, то 

(1,9) =-У 

— функции, непрерывные всюду в В?, следовательно, функ- 

ция {(2) непрерывна на всей комплексной плоскости С ч 

и(т,у) =т, 

5) /(2) ==. 

> Если считать агех Е (—п; п|, то функция {(2) = агё2, 

определённая при 2 5 0, разрывна на отрицательной веще- 
ственной полуоси. В самом деле, пусть 2 = 5 < 0. Тогда 

й 
для и=10+-, очевидно, агё2, —* п при п -—* ©, вто 

п 
3 { время как для 2 =10-— „ Имеем агба, + я яч
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с) 1(2) =е”. 

> #"=е" (созу +1зту), поэтому 

(т, у) = е” созу, 5(т,у) = е* эту. 

Функции ц(т,у), %(х,у) непрерывны всюду в В2, следова- 
тельно, /(2) = е* непрерывна на, всей комплексной плоско- 
сти С ч 

а) {(2) =зта. 

> Функция непрерывна на С. Действительно, согласно 
тео я р? реме 4.5 при любом 2 непрерывны функции е" ие", а 

  

по теореме 4.4 непрерывна —_ я 
й 

Вез 

) = в’ #70 
Ту =), 

> Преобразуем а О-В ВЕР 
2 -и т+р 

2 
Всюду, кроме точки (0,0), функции ч(т,у) = 

х 
и 3 22 + у? 

%(т,у) = и непрерывны, следовательно, /(2) непрерыв- 

на при 2520. 

В точке (0, 0) не существует предельного значения ни и(т, у), 
ни 5(т, у). В самом деле, переходя к полярным координатам 
т =тсозф, у =тзшф, например, для %(х, у) имеем 

2 . ты ободе В т” созфзшф . 
(2,/)>(0,0) (2.9) ты 7? (с082 ф + зш? 0) — — НА 

так что результат различен при разных значениях ф. Поэто- 
мув2 = 0 функция ](2) имеет разрыв < 

  

  

  

2 т2 

Л = М 
0 

> Так как функции 2, пр, |2| непрерывны всюду, то по 

теореме 4.4 {(2) непрерывна при 27 0. 

Для исследования непрерывности в точке 2 = 0 найдем 
: . у ь . 
№ (ху) = Ш = Шагямф с08ф=0. 

(@)—0,0) (е,у) (в) >00) /з2 у? гб р У 

Аналогично 

2 
: а у 
Во (ху = Ш ———= 

(лу)(0,0) (2,9) (ту)—(0,0) \/х2 + у? 

Отсюда следует существование В (2) =0= { (0). 
2— 

(Заметим, что в данной задаче этот результал` можно по- 

лучить проще: |{(2)| = | вп 2| —*0, если 2—0). 
Итак, (2) непрерывна всюду в С ч 

2. Исследовать следующие функции на равномерную не- 

прерывность на множестве Е = {2: 0< |2| < 1}: 

Вез: Пий Вез: Пи2 
г) о - ети; м-р 

___ 29 
> а) Очевидно, функция {(2) = ЕЕ непрерывна, 

|2] 

во всех точках множества Е, а также окружности |2| = 1. 

Поскольку существует предел 

ь * ту 
Шо /(2)= Ш ——.=0 
2—0 К ) (т/)>(0,0) \/12 + 2 

< < 

(см. пример 1 /) ), функция Е(2) = { Г) й °. | 51, 

определена и непрерывна на ограниченном замкнутом мно- 

жестве Е = {2: |2| < 1}. Тогда по теореме Кантора Е(2) рав- 

номерно непрерывна на Ё, следовательно, равномерно непре- 

рывна на Е. Последнее означает равномерную непрерывность 

на Е функции {(2).
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т 5) Как установлено в примере 1е), функция {(2) = т 
т у не имеет предела в точке х = 0, у= 0. Покажем, что она не 

является равномерно непрерывной на Е. В самом деле для 
1 

значений =) = (1+2), п) = я при любых п Е М, п> 1, 

1 т имеем 2") М ЕЕ, 1(=)) а 1(=9) = 0. Поэтому хотя 

расстояние |=") — =") 
    

— может быть сделано сколь угод- 
п 

но малым, для соответствующих значений функции имеем 

[Сб — 9) 

  

„й а 
2 

Замечание. Обратите внимание, что первом случае дан- 
ная функция может быть доопределена по непрерывности в 
точке 2 = 0, а во втором - нет. 

4.5. Вопросы и задачи 

1. Для комплексного числа с найдите Ве с, Пас, Атрс, 
ат сЕ [0; 2”) : 

а) с=-Зе; 5) с=-2е\+>. 

2. Для комплексного числа с найдите Ве с, ас: 

а) с= соз (1 — 3); с=5 (3+8; с) с = Ш (-2е); 
4) с=1а(-2+12\3). 

3. Докажите формулу с05(21—22) = с08 21 08 22-31 21 Зт 22. 

4. Докажите формулы (7)-(9). 

5. Докажите следующие соотношения (2==+и): 

а) зш 2 = зщ Я; 5) |3В9| < | с0з2| < у. 
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10. 

16. 

12. 

13. 

14. 

15. 

. Имеют ли решения в С уравнения 

2. . В каких точках комплексной плоскости функции е*; 
зш2 принимают а) действительные значения; 6) чи- 

сто мнимые значения ? 

. Решите уравнения: 

а) е? = с0з 5; ) 5122=8; с) = 0; 
й 

а) 82=$, 

5) Ш2=-1? 

. Докажите формулы (4)-(6). 

Докажите, что м И = Г я -— 1122, где 21,22 С, 
22 

21, 22 2 0. 

Верно ли равенство Гл (2?) = 2 Тлд, где 2 Е С, #20? 

Сформулируйте (в смысле Коши), что означают следу- 

ющие утверждения: 

а) Шт Х(2) = оо (2 # 00); В) Ша [(2) = 0 (що 9 о}; 
2—20 

9 да а =. 
Вычислите следующие пределы: 

. 22 +1 
Ш а 5 ш е 

2—0 В 12 2>-2*т её +1 

    

Докажите, что если функция }(2) непрерывна на, мно- 
жестве Е, то функция |] (2)| также непрерывна на этом 

множестве. Верно ли обратное утверждение ? 

Исследуйте следующие функции на непрерывность на 

области их определения:
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16. 

17. 

18. 

19. 

  

а) д =шв 9) д-=ша 9-е, 
9 тен 

=. 1 

5лд-{: Изд а 
0, 2=0; 0, 2=0; 
22 

9 =4 2’ 770 
1, 2=0. 

Пусть функция равномерно непрерывна на множестве 
Е. Следует ли отсюда, ее ограниченность на этом мно- 
жестве 7 

Исследуйте следующие функции на равномерную непре- 
рывность на множестве Е = {2: 0< |2| < 1}: 

о М)=тьв 9 -чва 9 Лд-ьа 
82 1 

4 =; д Кд=ей; Кане. 
|2] 

1 
Исследуйте функцию {(2) = е= на непрерывность и 
равномерную непрерывность на множествах 
Е — . 5” 
1=32:0< |2| < 1, [ага] > 5. }; В = [2:0<М<1, 

п 
| ат 2| > 2}. Здесь агвае (—п,л]|. 

Пусть Е - ограниченное множество, а Ё — его замыка- 
ние. Докажите, что функцию {(2) со значениями в С, 
определённую и непрерывную на Ё, можно продолжить 
по непрерывности на множество Ё тогда и только тогда, 
когда эта функция равномерно непрерывна на Е. 
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$5. Дифференцируемость ФКП. Условия 
Коши-Римана 

5.1. Дифференцируемость ФКП 

Понятия производной и дифференцируемости функции 

ш = (2) вводятся так же, как в вещественном случае. 

Пусть } - однозначная ФКП, определенная в окрестности 

точки 2. Пусть Ах - приращение значения аргумента, на- 
столько малое, чтобы точка 2 + Ах также принадлежала 
указанной окрестности; Д{(2) = { (2+ Д=) -— 1(2). 

Определения. Если существует конечный предел 

Род = ва АА @) 
А-0 А 2 
  

то он называется производной3 функции ] в точке 2. 

Функция } дифференцируема в точке 2 (или С-дифферен- 

цируема), если ее приращение в этой точке Д{(=) предста- 

вимо в виде 
АД(2) = КД&-+0([Д4|) при Дз 0. (2) 

Здеь КЕС - величина, которая не зависит от Дл (но 

может зависеть от 2), |Д2| =р= \/(Д2)? + (Ду)?, 0(|А2) 
.  0(]А2 

— такая функция от Дл, что Ша —_—— =0. 
420 Ах 

Из определений (1) и (2) следует 

Утверждение 1. Функция } дифференцируема в точке 2 

тогда и только тогда, когда она ‘имеет производную в этой 

точке. При этом К = [(2). 

Определение. 
Функция /(2) дифференцируема на множестве Е, если 

она дифференцируема в каждой точке Е. (Другими слова- 

ми, в любой точке Е существует ]"(2)). 

3 Функция, имеющая производную в точке, называется моногенной в этой точке. 

 



      Правила дифференцирования. 

Из определения производной и свойств пределов ФКП сле- 
дует, что основные правила дифференцирования остаются 
верными и для ФКП. А именно, справедливо 

Утверждение 2. При условии существования производ- 
ных, используемых в правых частях равенств, левые их ча- 
сти также дифференцируемы, причём 

а) Л(2)=с = Г(=0; 
6) (с/(2)) =сГ(2); 
в) (1(2)=9(2)) = Г()+9(2); 
22 (1(2) -9(2))/ = Р(2) - 82) + К) 9 (2); 

Ле)" _ 4-9 о, 
9 (5) - я) ЯВ 
Утверждение 3 (правило дифференцирования сложной 

функции): 

Если функция (2) дифференцируема в точке 2, а функ- 
ция 9(©) дифферениируема в соответствующей точке © = 
1(2), то сложная функция ш = Е(=) = 9(1(2)) также диф- 
ференцируема в точке 2, причём Е (2) =9'(0:Г(2) 

Ч
 

<=) 

Однако далее появляются существенные отличия от тео- 
рии функций действительной переменной. 

5.2. Необходимое и достаточное условие диффе- 
ренцируемости ФКП 

Теорема 5.1. Для того. чтобы функция }(2) = и(х,у) + 
(2,9) была дифферениируема в точке 2 = т + И, необхо- 
димо и достаточно, чтобы функции %(т,у) и (т,у) были 
В2-дифференцируемы в точке (т,у) и чтобы в этой точке 
были выполнены равенства 

  

ди ди 
(69) = ду (9), 

(3) 
9) = а. 

(Равенства (3) называются условиями Коши-Римана). 

> Необходимость. Условие дифференцируемости (2) функ- 

ции } в точке 2 можно записать в виде 

(2+ Д2) — 1(2) = Г(®) Да+0(р), Ах-—0, (4) 

где р=|Д+2|. 
Обозначим число }’(2) = А-В и отделим в (4) действи- 

тельную и мнимую части, учитывая, что Аз = Дх +1Ду. 
Получим 

и(х + Дт, у + Ду) — ц(т,у) = АДг - ВДу+окр), (5) 
%(х+ Ат, у+Ду) -— 5(1,у) = ВА + АДу+ 02(р), 

(Заметим, что условие р — 0 равносильно одновременно- 
му выполнению условий Дх — 0, Ду 0). 

Равенства (5) означают, что функции и(х, 7) и ч(т, у) диф- 
ференцируемы в точке (5,9) и что 

и.(т,у) =А, и (т, у) =-рВ, + (5,9) =В, %,(х, у) =А, 

т.е. в этой точке выполнены условия Коши-Римана. 

Достаточность. Пусть функции и(т,у) и %(т,у) в точке 

(т, у) дифференцируемы и удовлетворяют условиям Коши- 
Римана. Тогда, обозначив и„(т,у) = А; и.(%,у) = В, по- 

лучим равенства (5). Умножив второе из этих равенств на 
т и сложив его с первым, приходим к (4), что равносильно 
условию дифференцируемости ФКП {(2) в точке2 ч 

Замечания. 1) Производная }'(2) может быть записана, 
в любой из следующих форм:
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а 
Пе - Я щиты ыыы, (6) 

Это следует из обозначения }'(2) = А+1В и теоремы 5.1. 

2) Из курса математического анализа известно, что д0- 
статочным условием дифференцируемости вещественной 
функции двух переменных и(х, у) является непрерывность ее 
частных производных их, цу. 

3) Введём обозначение для дифференцируемой на множе- 
стве Е вещественной функции двух переменных: и Е Р(Е). 

Запись условий Коши-Римана и производной в по- 
лярной системе координат. 

Если в системе (3) перейти от переменных (т, у) к пере- 
менным (т,ф), где х = гсозф, у = гзшоф, то получим 
(приг я 0) 

ди _1 4% 

де г др’ ил [0 

ры Р-Р (+). © 
дг т др’ 

5.3. Примеры 

Исследовать дифференцируемость следующих ФКП. 

а) }(2) =. 

> /(2) =т-щш=ичи, поэтому 

и(т,у) =т, ч(т,у) =-у. 
Функции ц(х, 1), 5(т,у) Е Р(В?), однако условия Коши-Римана 
не выполнены ни в одной точке, так как 

ди ду 

95 17 бу > 
Таким образом, ](2) нигде не дифференцируема ч 

=,   
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Ь) (2) =, ПЕМ. 

> Дифференцируемость {(2) = 2 в произвольной точ- 

ке & очевидным образом следует из определения, причём. 

[’(2) =1. Если п>1, то дифференцируемость У(е= 

всюду в С вытекает из утверждения 2. При этом 

(Аи _ а 
де = р Да 

— ца м + пл” Да + 0(Д2) — =" _ п” а 

Д2—>0 А; 

© Г) =е. 

> е=е" (созу-+ зщ), так что 

и(т, у) = е* созу, %(1,у) =е” эту. 

Функции и(х, 9), 9(т,у) Е Р(В?), а условия Коши-Римана 

выполнены всюду в В? (проверьте!) Следовательно, ФКП 

1 (=) = е* дифференцируема на, всей комплексной плоскости 

С, причём 

(2) = ши, = ©? созу-+1е" эту = Е” (созу-+ т) = © ч 

а) (2) =зш2. 

> Функция дифференцируема в любой точке С. Действи- 

тельно, согласно утверждениям 2, 3, поскольку всюду суще- 

ствуют производные функций е*, 12, то дифференцируемы 

сложные функции 

(е®)' — те , (е=)! Е Е , 

—12 2 
=лЕ, 

а также их линейная комбинация т Поэтому всюду 

существует 
; : ! р — е —е" е* +е 

; = =: 4 (эт 2) ( 5: 2



  

[2 

е) Г(2) = 452. 
> Выше доказано, что функция зт2 дифференцируема 

в любой точке С. Аналогично устанавливается то же свой- 

ство функции с0з 2. Тогда согласно п. д) утверждения 2 при 
0 п 

с082 0, те. для 2 5 + тп, пЕ 7, существует производ- 

ная 42, причём 
. 1 

(в = (===) — 1 

с08 2 с05? 2 

Л /(2) == 1х. 

> Находим (ху) =ту; ъ(ту)=у. 
Очевидно, и, о Е Р(В?). Поскольку условия Коши-Римана 

приводят к системе уравнений 

у=2у, у=0, 

Е. > ры 

данная функция дифференцируема только при 2 =0. Вос- 
пользовавшись формулой (6), находим 

Г/(0) = и. (0,0) + 20. (0,0) =0 ча 

9) (г) = (1 2)?. 

> Здесь (у) =у Ее Р(В?); з(т,у) =0ЕТ(В?). 
Из условий Коши-Римана получаем систему уравнений 

То 
> 9 =0. 

  

2у=0 

'Таким образом, данная функция дифференцируема во всех 

точках действительной оси: [п = 0. Для таких значений 2 
по формуле (6) находим }(2) =0 ч 

й) Г(=) = /Вез- Та |. 
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> В принятых выше обозначениях и(т,у) = У, 

%(т, у) =0. 
Заметим, сначала, что всюду %, =%, =0. 

Пусть ху # 0. Рассмотрим, к примеру, вторую четверть 

координатной плоскости: 5 < 0, у> 0. В любой точке этого 

множества и(т,у) = Ут. \/у - дифференцируемая функ- 

У 
2/— 

Коши-Римана здесь не выполнены. Аналогично дело обстоит 

внутри любой из оставшихся четвертей плоскости. 

Рассмотрим далее точку, лежащую на какой-либо коорди- 

натной оси, например, (0; у), у 7 0. Предел, вычисляемый 

согласно определению частной производной: 

ий о Дх А+—0 А. 

  ция, причём и, = — 72 0 = %у. Таким образом, условия 

иг(0,у) = Ши 
не существует. 

Остаётся рассмотреть точку (0;0). Используя определе- 

и(Ат, 0) — и (0,0) 
ние, находим  \„(0,0) = т, р =, 

Дал — 
и (0,0) = 2, #40, 5у) — 80:0) и В, 0. Итак, условия Коши- 

Римана выполнены в точке 2 = 0 и только в ней. 

Требование дифференцируемости и(х, у) в (0,0) означает, 

что приращение 

Ди(0,0) = и(Дх, Ду) — и(0,0) = У [42| - МАЧ 

при р = \ЛАз|2 + [Лу]? — 0 может быть представлено в 

виде 
Ди(0, 0) = (0,0) Ах + и,(0,0) Ду + о(р), 

т.е. Аз: МАУ = о(ЛА = + |Ду?) + 

У1А1| - УАУ _ | 
[Дэ + [Ду 

) 

(дало)
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что, как легко убедиться, неверно. Следовательно, и(т, у) не 
дифференцируема в точке (0;0). 

Итак, данная функция ](2) нигде не дифференцируема. 
(Обратите внимание: в точке 2 = 0 условия Коши-Римана 
выполнены, /"(0) не существует по причине недифференци- 
руемости и(х,у)) ч 

5.4. Вопросы и задачи 

1. Получите формулы (7). 

2. Докажите дифференцируемость функции /(2) = 2” в 
произвольной точке С, используя показательную фор- 
му представления аргумента 2 и формулы (7). Найдите 
Го. 

3. Пусть }{ = ч+й, д=х+и. Докажите следующие 

  

утверждения: 

а) Из существова; 1 ) ущ вания Ш, д; Вытекает суще- 

и, о, ди д 
ствование производных — и —, причём — = —. 

дх ду р дт ду 

5) Из существования Ви, То = вытекает суще- =-Ы 
ди ди ди ди 

ствование производных — и —, причём — =-—. 
ду ддт р ду дх 

: 9} 
[4] Покажите, что уравнение“ Бе 0, где } рассматрива- 

ется как функция независимых переменных 2 и, рав- 
носильно условиям Коши-Римана функции /[ в точке 2. 

(6) исследуйте данные функции на дифференцируемость; 
найдите их производные там, где они существуют: 

4 Это равенство называют условием Даламбера-Эйлера. 
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олд, 9 = ЭЛ9-ы 
а) /(2)==; © К=а:[; Л Ка =); 
9) 1(2) =зш Я; №) (2) = с03 (27); 1) (2) = сов |2; 
Л /(2>)=созх+тзту (2=е+8). 

&
1
 

| 
=
 

е м ‚ 220; 

0, #=0, 

в точке 2 = 0 выполнены условия Коши-Римана, однако 

она не дифференцируема в этой точке. 

6. Покажите, что для функции {(2) = 

$6. Аналитические функции. Связь аналитичности 

с гармоничностью 

6.1. Аналитические функции и их свойства 

Определения. Функция } называется аналитической в 

области О, если она имеет в этой области непрерывную про- 

изводную. Обозначение: } © А(Р). 
Замечание. 1) Важным является требование существо- 

вания }'(2) в области. Условие непрерывности }'(2) на, самом 
деле является излишним, оно используется для упрощения 

некоторых доказательств. 
2) Наряду с термином "аналитическая" в литературе встре- 

чаются иные названия такой функции: регулярная, голоморф- 

ная. 

Функция } называется аналитической в точке д, если 

она аналитична в некоторой окрестности этой точки. Обо- 

значение: } Е А(2). 

Функция { аналитична в замкнутой области О, если 

существует такая область О:, что О с р: и {Е А(Р). 

Обозначение: {Е А(р).



  

  
  

  

Примеры. 
Среди примеров п. 5.3 только функции 5), с), 4),е) явля- 

ются аналитическими (причём первые три из них аналитич- 
ны в С, функция 18 2 аналитична всюду, где определена, т.е. 
при 2 ы + тп, пЕ 7). Функции {),9) дифференцируемы 
на некоторых множествах, но нигде не аналитичны; функции 
а), №) нигде не дифференцируемы, следовательно, не анали- 
тичны. 

Теорема 6.1 (свойства аналитических функций). 
а) }ЕА(р) = ЁЕС(р); 

6) л9ЕЛ(Р) = 1+9ЕА(Р); 
в) 19ЕА(Р) = Г.9ЕА(Р); 
г) л9еА(Р), 9+0 = ТЕ АР. 
Теорема 6.2 (аналитичность сложной функции). 
Пусть функция } аналитична в области р, а функция 

9 аналитична в области С', содержащей образ области Г. 
Тогда сложная функция 9(1(2)) е А(Р). 

Доказательства, этих теорем следуют из свойств диффе- 
ренцируемых и непрерывных функций. 

Теорема 6.3 (аналитичность обратной функции). 
Пусть однозначная функция и = (2) аналитична в точ- 

ке 20, причем и'(2) 4 0. Тогда в некоторой окрестности 
точки що = (2) существует однозначная обратная функ- 
ция 2 = 2(и), аналитическая в точке щи, причём 

1 и 
2 (що) = —. о) Сы) (0) 

> Пусть 20 = 20 +. Существование обратной функции 
следует из однозначной разрешимости в окрестности точки 
(то, \0) системы уравнений 

{ и=и(т, у), 
и = (т, у) 

относительно (т, у). В соответствии с теоремой из курса ма- 
тематического анализа [5] для этого достаточно, чтобы част- 
ные производные функций и(т, у) и (т, у) были непрерывны 
в некоторой окрестности точки (5%,\%) (а это так!) и был 
отличен от нуля функциональный определитель 

ди ди 

_ | 95 ду | ди до ди 
не д% д% — деду дхду` (2) 

дх ду 

Убедимся в последнем. В самом деле, с помощью условий 

Коши-Римана выражение в (2) преобразуется к виду 
2 2 

Иеьш) = (5%) +(%) | = о5в о 
(20,0) 

В соответствии с той же теоремой анализа, обратное отоб- 

ражение дифференцируемо в некоторой окрестности точки 

  

и. При этом 2 (и) = 8, - = 

и 1 1 
= В Аш — ды Аш — } Аш — (20) 

Ая А мы А? 
(проверьте, что все пределы существуют!) 

Производная 2’(и) непрерывна в некоторой окрестности 

шо, следовательно, обратная функция 2(1) Е .А(щш) ч 

Замечание. Утверждение теоремы 6.3 имеет локальный 
характер. Как показывают следующие примеры, однознач- 
ная аналитическая в области р функция ш, для которой 
и’ (=) 20 при любом 2 Е О, может иметь неоднозначную 

обратную функцию.
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Примеры. 
1 

а) В области О = {2 5 

аналитична, причём здесь и’ = 2х 5 0. Заметим, что эта 

функция двулистна в Ш), поскольку вместе с точкой # Е р 
точка —2 Е ДР и \(2) = и(-2). Поэтому на множестве 

<#|< 2} функция ш = #2 

а = [ 4 < ш| <4>, являющемся образом О, обратная к 

данной функции двузначна: 

; (аг: 

а=Уш= рае? (= 5" + т), К =0, 1. (3) 

     К=1 

Рис. 18 

В то же время согласно теореме 6.3 у любой точки д ЕД 

существует такая окрестность, которая взаимно однозначно 

отображается на некоторую окрестность точки их = 22. При 
этом обратная функция 2 = 2(1) является аналитической в 

1 
точке ид и в силу (1): 2’) = 

и (2) 22 уши 
На рис. 18 показано, как окрестности точек д = фи 

22 = —1 отображаются на одну и ту же окрестность точки 

и = —1, но обратная функция определена, однозначно — фор- 

мулой (3) при К = 0 либо при К =1 соответственно. Это 
две так называемые однозначные ветви функции 2 = \/щ. 

5) Функция и = е* аналитична в С, ш'’ = е* #0. Об- 

ратная функция 2 = [п определена в С \ {0} и бесконеч- 
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нозначна. Каждая из функций 2 = ш |ш| + $ (агвш + 21) 
(здесь атрш Е [0;2т), КЕ 1), те. так называемых од- 

нозначных ветвей логарифма, всюду в области С \ В*, где 

В = {2: ш2=0, Вез > 0 }, имеет непрерывную произ- 

ную 1 11 
1 и) = —— = — 

2ь(ы) и'(2) е ш 
следовательно, аналитична. 

) 

Замечание. Напомним, что любая однозначная ветвь, 

например 2 = ши = Ши] +тагеш, не является непре- 

рывной на множестве С \ {0} (см. пример 16) п. 4.4). 

6.2. Связь аналитичности и гармоничности 

Определения. Функция двух действительных перемен- 

ных и(т, у) называется гармонической в области О, если и Е 

С?(Р) и Ди=0, (т,у) ЕР. Обозначение ие”). 
р 2 

Здеь Аи= ей + ой — оператор Лапласа, а Аи=0 
д12 0? 

— уравнение Лапласа. 

Далее в этом параграфе предполагается, что обе функции 

и(т, у), 5(т,у) имеют непрерывные вторые частные произ- 

водные в области определения (будем обозначать это требо- 

вание так: и, о Е С?). Как будет показано ниже, указанное 

условие не ограничивает общности рассмотрений. 

Две функции и(т, у), 5(х,у) называются сопряжёнными 

(гармонически сопряжёнными), если они удовлетворяют в 

р условиям Коши-Римана. 

Теорема 6.4. Функция ш = {(2) = + Ее А(р) тогда 

и только тогда, когда и и гармонические и сопряжённые 

функции в РО. 
> Пусть ш = {(2) е А(О). Заметим, что согласно пред- 

положению, и, и Е С?(Р).



а 
Продиффере

нцировае первое из уравнений
 Коши-Риман

а 

по 2, а второе — по у) и сложив их, получим 

рыбы 66 _ 2 
д? д? ду0т д=ду` 

Поскольку 
смешанные 

производные
 В правой части равен- 

ства в силу их непрерывнос
ти совпадают, 

имеем Ди = 0, 

(2) ЕР. Таким образом, ЕН(О). 

Аналогично 
доказываетс

я гармоничнос
ть в р функции %. 

Итак, ии ®- гармоническ
ие и сопряжённ

ые функции в —. 

Обратно, так как 1,9 Е (р), то >? Е С?(О), поэтому 

„о Е Р(р). Поскольку 
ЭТИ функции удовлетворя

ют усло- 

виям Коши-Римана
, 12) дифференци

руема в каждой точке 

области О. Очевидно, 
[ (2) = = + Из непрерывна 

в р, по- 

этому { Е А(Р) Я 

6.3. Задача восстановл
ения анали

тической 
функ- 

ции 

Утверждени
е. Пусть в некоторой 

односвязной 
области 

Г задана одна из функций (т, у) чи 9(х,У), являющит- 

ся соответствен
но действительн

ой иль мнимой частью 

(2) е А(р). Тогда вторая 8 них, а следователь
но % функ- 

ция 1 (2), моожет быть найдена единственном
 (с точно- 

стью д0 аддитивной 
константы) 

образом. 

{> Пустьв Л известна фу
нкция (т, у) Е }Н. Преобразова

в 

с помощью 
условий Коши-Риман

а выражение 

до = о, д +49 = —шу 4 + из 4, 

покажем, что оно является полным диф
ференциало

м. В са- 

9(-из) = 9) так как 8 А 

ду 
92 дл 

мом деле, 
ы 

Поэтому для любых двух точек (2,9), (то, 0) © р   

(=) 
(=) 

(ту) - 5 (то, 0) = | 4 = | — и, 42 1 = ау, 

( 2050) 

причём значение интеграла не зависит от пути интегрировал 

ния, лишь бы он находился 
В односвязной 

области О. 

Итак, (25) 
: 

5(=, у) = | ше + +0, 
(3) 

(2050) 

где (5о, 4%) - фиксированная 
точка О, & СЕВ- 

произволь- 

ная постоянная 
< 

Г ` Замечания. 
1) Неизвестную 

функцию 5(2,) можно най- 

| ти не используя 
(3), арешив 

систему уравнений 
Коши-Римана 

(см. ниже пример 50) 

| 2) Прежде чем находить аналитическую 
функцию 

{ (2) по 

неполной информации, 
надо удостовериться 

в её существо- 

вании, т.е. проверить 
гармоничность 

данной функции 
и(х, У) 

| (или 52,5). 
| 3) Аналитическую 

функцию 12) + 

вить (единственным 
с точностью 

до мультипликативной 
кон- 

станты образом), если известна, одна ИЗ функций \/(2)\ али 

Атв [ (2) 

— Иримеры. 
Найти аналитическую 

функцию 
{1 (2) (если 

она существует) 
по заданной функции 

а) Ве (д =; 
5) в КА =2+УТ 

У. 

ра) Для ху) 
= 1? имеем ‘ше Ру 

—2-+0. Так как 

и(х,у) не является 
тармонической, 

в соответствии 
© теоремой 

6.4 аналитической 
функции, 

для которой она служила бы 

действительной 
частью, не существует 

0 можно восстано- 

—— 5 При долж
ном выборе про

межутка 
изменения 

аргумента т
армоничес

кими в неко- 

порой области явля! 
зн внимая части регулярных

 однозначны
х 

ются действите
ль ая им 

ветвей функции 
1 #(2) = да \1(2)\ 44 Атв? (2), где 

т о - аналитич
еская. 
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> 6) Легко проверить, что %(5,у) = хНу-+ ту Е Н(В?), 
следовательно, существует {(2) е А(С), ъ(т,‚у) = Ш /(2). 
Найдём теперь гармонически сопряжённую функцию и(х, у) 
из равенств Коши-Римана: 

и; =1-+$т, 

и, = —1- у. 

Интегрируя первое из равенств по т, имеем 
12 

и(5,у) =2-+ 5 +С(). 

Функцию С(у) найдём после подстановки полученного выра- 
жения во второе уравнение системы: 

2 у Су) =-1-у, откуда С(у)=-у- еб. 

12 — у? 

2 
  Поэтому и(т,у) =-у+ + С, так что 

до-Си 
где СЕВ. ч 

  1 +(2-У+О-+(е-+у+ау) = 52 +(1+9 2+0, 

Замечания. 1) Решение задачи 5) можно получить с по- 
мощью формулы, аналогичной (3) - см. задачу 7 из и. 6.4. 

2) Для перехода к записи окончательного ответа через пе- 
ременную 2 (вместо т,у) можно использовать равенства, 

      

6.4. Вопросы и задачи. 

1. Пусть 1(2) е .А(Р), Ё(2) # сот.51. Следует ли отсюда 
аналитичность функций }(2); }(2)?   
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2. Пусть }(2) е .А(р) и всюду в области О выполнено одно 
из условий: 

а) Ве { (2) = сопзё; 5) Тш {(2) = с0п85; 

с) |1(=2)| = сопз%; 4) агё }(2) = сопзф. 

Докажите, что тогда (2) постоянна в О. 

3. Пусть }(2) Е .А(Р), =т+и. Тогда 

«ое = +9 (= МЛ.     

4. Найдите при каких а, 6, с функция {(2) Е А(С) 
(2=:-+9/), если: 

а) }(2) = +ау +1 (6х + су); 
Ь) 1 (=) = (Буа зву) созх +1 (сВу-+ 6 зу) эп. 

(5. Исследуйте дифференцируемость и аналитичность сле- 

`` дующих функций (2=х+и): 

а) Г(2) = 2.Ве 2; в) Г(2) = Ве(2?); с) (2) = 22а 5; 

9) 1) =@)-2 8; е) Ка = (А+) Ве 2; 

Ра =з+в 9 =; В = 2+4) 
) Дд=ще+а ву; Л К)=уУ-е-ча у 
К) }(2) = зВх - созу + 1 сх - эту]. 

6. Пусть шие Н(Р). Верно ли, что а) чи +9 (р); 
5) ииЕ (О)? вх 

7. Пусть и(т,у) и %(т,у) — сопряжённые гармонические 

функции в области ). Докажите, что функции а\(х, у) 

—Б%(т,у) и Фи(т,у) +а%(т,у), где аб ЕВ, также 

гармонически сопряжены в О.
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8. Пусть (2,9) , %(5, у) - сопряжённые гармонические функ- 

ции в области О. Докажите, что градиенты \ и 1 орто- 

гональны в каждой точке О. 

9. Пусть р — односвязная область, %(т, у) = Па 1 (=), (2) Е 

А(Р). Покажите, что функция \(т,у) = Ве }(=) опре- 
ту 

деляется по формуле и(х,у) = ] у, 4—9 +С, 

(20/0) 

где (2,9), (то, %) ЕО, СЕВ. о 

10_\ Восстановите аналитическую функцию {(2) (если она 

существует) по данным условиям: 

а) ш /(2) =2%(24+1)-1; В) Ве 1 (г) = 23 -За+у; 

©) ш Д2) = 1 5-008у-27; а) А 
у’ 

е) Ве /(2) = зшт. Ву-у; 

Р ш Ка =е" созу-у, 100 = —- 

9) Ве /() = -я2 +32, 1 =1+%; 

в) в д=Р-у; 9 а =е; 

= @+9)-°; Ю Ава = +2 ав. 
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Глава 2 

Конформные отображения. 

Основные элементарные функции 

87. Геометрический смысл модуля и аргумента 

производной. 

Понятие конформного отображения 

7.1. Исходные соглашения и определения. 

Определения. 

Углом между двумя гладкими кривыми в точке их пере- 

сечения 20 52 со называется угол между их касательными в 

этой точке. 

Углом между двумя гладкими кривыми в бесконечно уда- 

лённой точке 2о называется угол, под которым пересекаются 

образы этих кривых в точке (о =0 при отображении © = -. 
2 

Пусть однозначная функция и =] (2) определена и ана- 

литична в окрестности точки 20 Э со. Если (2) = 0, то 

согласно теореме 6.3 функция ] осуществляет взаимно одно- 

значное отображение некоторой окрестности 0 (20) на окрест- 

ность точки 10 = { (20) комплексной плоскости (). 

Рассмотрим в 0 (20) гладкую кривую 7 с параметризаци- 

ей 2 = (8, ЕЕ [@; В], проходящую через точку 20. Тогда 

2 = А(®) при некотором ® Е [; В]. Возьмем на 77 точку 

#2 20. Пусть фо - угол наклона 7 в точке 20, Т.е. угол, ко- 

торый касательная к кривой 7 в точке 20 составляет с поло- 

жительным направлением действительной оси. Поскольку 

направляющий вектор этой касательной имеет вид Х'(®), то 

фо = ат Х(®).
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При отображении с помощью { получаем в некоторой окре- 
стности точки 0 = {(20) плоскости (1) гладкую (почему?) 
кривую Г = {(7) с уравнением параметризации и = А(® = 
Г(^(4)), причём и, ш Е Г (и - образ точки 2, ш и ). 
Обозначим Дх = 2 —жщ, Ди=ш- 10, Фо — угол наклона, 
касательной к кривой Г в точке 10, так что Фу = аге Л’(&) 
(рис. 19). 

Я 
@ : ь (#7 

20 

% 

9, $, 

Рис. 19 

у [Аш 
Определения. Число К, = и  ——  называет- 

й —? 20 [А 

Е 

ся Коэффициентом линейного растяжения (сжатия) кри- 
вой 7] в точке 2%. 

Угол а = Фо — фо называется углом поворота кривой ув 
точке 2о при отображении посредством функции {. 

7.2. Геометрический смысл модуля производной 

Из существования производн9ой  }(л)= Ша — в 
А->0 Ах 

соответствии с утверждением 1 п. 3.1 вытекает равенство 

ни (1) 
ый Д2—>0 [А2| ` Ах 

  

  

  
|) = а, 

Из определения и (1) следует, что при отображении (=) 
коэффициент растяжения (сжатия) кривой 7 в точке 2о ра- 
вен К, = |] (20)| > 0 и не зависит, от выбора гладкой кривой, 
протодящей через данную точку: К =. 
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Число К = |]'(20)| - коэффициент, растяжения в точке 
2 при данном отображении (если К < 1, говорят о сжатии). 

Это — свойство постоянства растяжения в точке 20 при 
отображении и = } (2). Оно означает, в частности, что окруж- 

ность достаточно малого радиуса с центром в этой точке 
функция ](2) переводит в кривую, близкую к окружности 
с центром в точке и. 

7.3. Геометрический смысл аргумента производной 

По правилу дифференцирования сложной функции (см. 

утверждение 3 нп. 5.1) имеем 

А’(®) = Г(ло) - Х(®), 
откуда следует равенство 

Ате Л'(®) = Агв } (20) + Атё (в), 

или, при надлежащем выборе значений аргумента, 

агв (20) = Фо — д =а. (2) 

Таким образом, аге (20) — это угол поворота гладких 

кривых в точке 20 при отображении /. 

  

  

Рис. 20 

Пусть 71 и 2 — две гладкие кривые, проходящие через 2, 
Г; и Г2 - их образы при отображении } (рис. 20). Поскольку 

каждая из кривых при этом поворачивается на один и тот же 
угол а = агв (20), то угол между кривыми 71 и 772 в точке 
2 равен углу между кривыми Г! и Го в точке и.
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Это — свойство сохранения углов между кривыми при отоб- 
ражении и = }(2). Отметим, что углы между кривыми со- 

храняются как по величине, так и по направлению отсчета. 

7.4. Якобиан отображения и его геометрический 
смысл 

Пусть функция ш = }(2) = и(х, у) +и(т,у) осуществляет 

взаимно однозначное отображение некоторой квадрируемой 
области О плоскости (2) на область С' плоскости (и). Пусть 
}(=) Е АСР), }'(2) #0 для ЕВ. 

Сравним площади областей О и С. Используя теорему о 
замене переменных в двойном интеграле для преобразования 
и = и(х, у), и=5(т,у), (ту) Е О, получаем 

(6) = | [1 4ыь = | [| лездуавву = | [плед оы, 
(3) 

так как якобиан отображения 

ди ди 
т 9х ду _ ди д ду ди _ 

05 05 | деду деду _ 
дх ду 

- (5) + (©) моря. 
Таким образом, якобиан Л = |}'(2)|? имеет смысл коэффи- 
циента, пересчета площадей при отображении областей (в то 
время как |}'(2)| — это коэффициент линейного растяжения). 

7.5. Понятие конформного отображения. Основные 
принципы конформных отображений 

Определения. Непрерывное отображение \) = }(2) назы- 

вается конформным в точке 20, если оно сохраняет углы (по 
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величине и направлению) между гладкими кривыми, прохо- 

дящими через эту точку. 
Отображение и = (2) конформно в области ПО), если оно 

взаимно однозначно и конформно в каждой точке Л. 

Из результата п. 7.3 следует 

Утверждение 1. Пусть однозначная функция }(2) Е 

А(>о) и Г(2) 20. Тогда отображение ш = }(=) конформно 

в точке 20. 

Если в некоторой области О определена однозначная функ- 

ция, для которой выполнены условия / Е А(Р) и /'(2) #0 

всюду в О), то, как показывают примеры а) иб) п. 6.1, об- 

ратное отображение не обязано быть однозначным. Следова- 

тельно, указанные условия не обеспечивают конформности в 

области. Справедливо 

Утверждение 2. Пусть однозначная функция } (=) ана- 

литична и однолистна в области О и }(2) #0, 2Е В. 

Тогда отображение ‘ш = }(2) конформно в О. й 

Основные принципы конформных отображений 

Анонсируем некоторые результаты теории конформных 

отображений. Фундаментальным фактом этой теории явля- 

ется 

Теорема Римана. Пусть О - односвязная область в 

С, причем её граница содержит, более чем одну точку. То- 

гда существует конформное отображение } области О на 

внутренность единичного круга. 

Если же дополнительно ‘известно, что 

(о) =0, аге Р(л) = 1 (5 ЕД, < м <2м), 

то такое отображение единственно. 

6 Можно показать, что условие /’(2) 2 0 здесь излишне (см. $29).
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Заметим, что условия относительно границы Д и одно- 

связности области существенны: так, вся плоскость С ли- 

бо плоскость с выколотой точкой не могут быть конформ- 

но отображены на внутренность единичного круга; кольцо 

нельзя конформно отобразить на круг. 

Конформные отображения обладают также следующими 

важными свойствами (доказательства следующих ниже утвер- 

ждений см. в $29). 

Принцип сохранения области. Пусть отличная от 

постоянной функция }(2) е А(Р). Тогда если Ш - область, 
то ее образ С = }(Р) также является областью. 

Принцип соответствия границ. Пусть О и С - огра- 

ниченные области, комплексных плоскостей (=) и (ш) соот- 
ветственно; ‘их границы ЭР и ОС - замкнутые жорда- 

новы кусочно-гладкие кривые. Пусть функция ш = }(2) Е 

А(Р)пС(р) и взаимно однозначно с сохранением ориента- 
ции отображает О) на С. Тогда функция ](=) конформно 

отображает О на С. 

Последнее утверждение позволяет при построении кон- 

формного отображения одной заданной области на другую 

контролировать лишь соответствующее отображение границ 

этих областей. 

7.6. Примеры 

1) Найти, какая часть комплексной плоскости растягива- 

ется, а какая сжимается при отображении и = 23. 

> Найдем производную и’ = 322. Условие 
1 

Е=З т > > 
УЗ 

определяет множество — внешность круга, радиуса, 7 где 

происходит растяжение. Внутренность указанного круга (без 
центра) сжимается при данном отображении < 
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2) Найти угол, на который поворачиваются кривые, про 
#— 
  

ходящие через точку 2 = ®, при отображении ш = р 

> Вычислим производную и ее значение в заданной точке: 

‚ (2-1 &+1 ид +1 1+2 
= |] =; а а : 

2+1 (2+3) (28) 

Угол а поворота, кривых, проходящих через точку 20, равен 

а 1+8 5т 
а = агр и ($) = агв —1 11 

3) Свойства линейной функции (2) =а2 +6, где а = 0, 

ЕС, и осуществляемого ею отображения. 

> Функция = (2) определена на всей комплексной 

плоскости и однолистна. Последнее вытекает из того, что 

а (21 — 22) =0 & д=а, если а=0. 

Линейная функция всюду имеет производную (2) =а 7 0, 

так что [(2) Е А(С). 
В соответствии с утверждением 2 линейная функция осу- 

ществляет конформное отображение комплексной плоскости 

на себя. При этом во всех точках происходит растяжение 

(сжатие) с коэффициентом К = |а|, а любая гладкая кри- 

вая, проходящая через произвольно выбранную и зафикси- 

рованную точку совершает поворот на один и тот же угол 

ах = агеа. В частности, образом луча, выходящего из на- 

чала координат плоскости (2) под углом ф, является луч с 

вершиной в точке ф = $, составляющий угол ф + а с по- 

ложительным направлением оси абсцисс плоскости (и) <ч 

4) Функция и = 22, где 2еР={ш2> 0}. 

> Эта функция аналитична и однолистна в О, поскольку 

равенство 2? = 22 при 7 12 равносильно 22 = —2, а



82 

  

  

точки вида 2 и (—2) не могут одновременно находиться в 
одной полуплоскости. 

Всюду внутри области Р имеем ш’ = 22 # 0, поэтому 
отображение конформно в РО. 

Отметим, что конформность нарушается в точке 20 = 0, 
где и’(0) = 0. В самом деле, пара лучей и = {#: 2 = 

те, т>0} и 12 = {2 : 2 = ге, г>0}, где 01,00 Е 
(0; п) — некоторые фиксированные числа, преобразуется в 

два луча Г: = {ш: ш = те } и Г, = {ш: ш=т2 202 }. 
Таким образом, исходный угол между лучами увеличился 
вдвое ч 

5) Найти площадь образа единичного квадрата Др = {0 < 
Вег < 1, 0 < аз < 1} при преобразовании (=) = г". 

> Поскольку Г(2) =е? 20, |е*| = е?, то по формуле 

(3) имеем :-//. Нова ГГ. ни 

- [. са [в -1 (е?— 1) я 
0 0 2 

6) Найти образ кривой 12- у? —2у =0 при отображении 
#— 

а) ш=22+1; 6 = . 
) } ш 2+1 

> а) Г-е решение. Пусть ш =и-+®, тогда 

  

и = —2у-+1, 
ии =2 р (т-+9) +1, откуда { ивы. 

Поэтому данное уравнение, переписанное в форме 

2+ (у-1=1, (4) 
приобретает вид 

и\2 1-ц 2 г ыы : 2 2_ (5) + ( 5 г) =1 < (+1 + =4. 
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2-е решение. Уравнение (4) задаёт окружность |2—#| = 1. 
и — 

Подставляя в последнее равенство 2 = —5: › получаем 
я 

„= = | =1 4% ш+1П=2. а с 
1 — 1 о 

5) Имея в виду, что $=5(2+2), У= 5; (2—2), 

1? + у? = 2%, уравнение данной окружности перепишем в 
виде 25+1(2—7)=0. 

Из уравнения, задающего отображение 1(2), выразим 
1 _ + 

=——. Тогда #= ее и, следовательно, 
м — 

Шт +1, [№1 +1) _, 

1-ш 1-т Т-ш 1-1щ/ о 

©& (ити (иш-щ)+1=0, 

    

  

т.е. 

Ро + 2 — 40 +1=0 * (и+ 12+ (6-2)=4 ч 

7.7. Вопросы и задачи 

1. Найдите множество всех точек 2, в которых происходит 
растяжение при отображении {(2), если 

в б=еный В дате. 
12 

2. Для отображения {(2) найдите множество всех точек 2 

с заданным коэффициентом растяжения К; сзаданным 
углом а поворота гладких кривых, если 

а) 1(2)=127; К=2, а=0; 

ь (д) =-82; &>6б, а=л; 

©) Г(2)=128; 1<Е<9, а = -—® 
1 2 

а) (2) = -; К =4, О<а<лт. 
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3. Найдите линейное отображение и = а2 +6, которое 

оставляет точку 20 неподвижной, а точку 21 переводит в 
ил, если 

а) и=-1+ д=2+ь и =-4+35 
 д=-ь д=1-2 ш=2- 34. 

4. Найдите площадь образа области О при преобразовании 

(2) =2?, если а) Р= {|| < 1, Ша> 0}; 
5) р = {0 < Ве <1, 0<ш2< 1}. 

5. Укажите максимальные множества однолистности функ- 

ций: 

ад Ц)=2; 5) Кд=е; с) К =зщ а; 

6. Пусть ДР = {|| <1, Шшд> 0}. Является ли отобра- 
жение ](2) = 23 

а) конформным в каждой точке 2? 

5) конформным в области О? 

7. Найдите максимальную область, где конформно отобра- 
жение и = {(2): 

а) /(2)=12; 5 Ку=ем; с) Кг) =8 22. 
8. Найдите образ множества {|274 — 2| <2} при отображе- 

нии с помощью функции и = —52-+ 3. 

9. Найдите образ линии 77) при преобразовании 1) ш = 22; 

2) ш=-, если 
2 

а) 7: [2|=2; 5) ава с) у: Веё=1. 
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88. Дробно-линейная функция и ее свойства 

8.1. Начальные сведения. Конформность отобра- 
жения 

Дробно-линейной называется функция 

Кг) а Ь а2 +6 
== о (1) 

сг+а’ 
  где а, 6, с аЕС, А = 

  

Будем называть число А определителем Г(2). Условие 

Д =а4-—%520 означает, что Г(2) = соп.8. 
При с = 0 имеем линейную функцию, которая была изу- 

чена выше (см. пример 3) п. 7.6). Далее предполагается с 7 0. 

Функция и = Г(2) определена при 2 7 —2› имеет одно- 

аш-в 
(2) 

—сш а’ 
а её определитель А_! = А #0. Обратная функция опре- 

а 

значную обратную функцию, причем = 

делена при ш 7 -. 

Таким образом, ш = Г(2) осуществляет взаимно одно- 
а а 

значное отображение С\ { — -} >С\ {=}. Если до- 
полнительно принять условия © С 

——@ 
и (-=) = Ша, [(2) = со, ш(со)= Ша [(2) = = 

получим взаимно однозначное и непрерывное отображение 

расширенной комплексной плоскости на себя Г: С + С. 

Теорема 8.1. Дробно-линейная функция аналитична, на 
а 

множестве С \ | — =} и конформно отображает, раслии- 
с 

ренную комплексную плоскость С на себя. 

а 
> При 2 —- существует непрерывная производная 

с
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и’ (2) = Е ‚ поэтому РЕ д(с \ | — “}). 

А 

Функция ш = Г(2) однолистна и и (=) = 70 у (2) од Фета” 
следовательно, в силу утверждения 2 п. 7.5 она задает кон- 

формное отображение множества С\ | — =}. 
С 

а 

Покажем конформность отображения Г в точке 2 = -—-, 
с 

для которой о = Г(л) = со. В самом деле, пусть две глад- 

кие кривые 1 и /2 пересекаются в точке 20 под некоторым уг- 

лом а. Обозначим их образы, пересекающиеся в точке 1о, че 

рез Гь (Е = 1,2). Сделаем преобразование © = —, при этом 
и 

(0 =С (шо) = 0, а кривые Г» перейдут в некоторые кривые 

Сь. Так как 
_ са т ес — аа А 

<) = ах +0’ вр (ал +6)? — ^ (а2+ 5}? то, 

дробно-линейное отображение ((2) конформно в 2 = й 
С 

следовательно, кривые Сь — образы кривых к — пересекал 

ются в точке (о = 0 под углом а. Согласно определению 

(см. п. 7.1), это и есть угол, под которым кривые Г» пересе- 

каются в точке и = со, так что отображение Г, конформно 

в точке 20 = —-. 
@ 

Аналогично доказывается сохранение углов между кри- 
а 

выми, пересекающимися в точке 10 = при отображении 

и. 
ыы 

[1 вида (2), для которого ГЛ Ци) = со. А это означает 

конформность отображения Г в точке д = © Ч 

8.2. Групповое свойство 

Теорема 8.2. Множество дробно-линейных функций у 

{Г} образует группу относительно операции суперпозицим. 
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> Во-первых, заметим, что единичное (тождественное) 

отображение [(2) =2 ЕД и, как показано выше (п. 8.1), для 

любого преобразования Ё обратное к нему [7 * существует и 

также является дробно-линейным (2). 

Во-вторых, непосредственными вычислениями проверяет- 

ся, что для Гл, [2 © С функция Ё = [1 [2 имеет вид 

_ А+ В А В\ _ [м ы а2 6 

К =с,р’ к (5 5) = (= "(2 

При этом определитель преобразования Т, равен произве- 

дению определителей исходных дробно-линейных преобразо- 

ваний (как определитель произведения матриц), так что 

А =АР- ВС =А,: А» #0 

Таким образом, ЕС. ч 

  

Замечание. Группа дробно-линейных преобразований С 

некоммутативна, т.е., вообще говоря, [ло Те # [20 Гл. 

(Рассмотрите пример: Ш = г №=2+1). 

8.3. Инвариантность двойного отношения 

Теорема 8.3. Пусть (21, 22, 23) (ил, ше, 3) — две трой- 

ки чисел, в каждой из которых нет совпадающих. Тогда 

существует, единственное дробно-линейное преобразование 

д = Г(2), для которого ик = гк), К = 1,2,3. Оно задает- 

ся равенством 

дд 38-л _ Шо. 3 
(3) 

р 3-0 Ш 3 — 42 

{> Рассмотрим две дробно-линейные функции 

да 23-й 0 — мл 93 — 1 

ааа оби 12(1) = ‚—__, 

#—22 23—12 0 — 12 М3 — 12 

  

а также равенство (3), т.е. [(2) = Г2(%). Из него следует 

ш = [51 ([1(2)), где отображение Ё = [51 о Гл — дробно- 

линейное в силу теоремы 8.2.
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При этом (2%) = шь, К = 1,2,3, поскольку Гл переводит 

тройку точек (21, 22,23) в тройку (0, со, 1) соответственно и 

точно в ту же тройку (0, со,1) переходят точки (ил, о, 13) 

при отображении [2(%). 

Покажем единственность такого преобразования. Пусть Е 

_ какое-то дробно-линейное отображение, переводящее трой- 

ку (21, 22,23) В (ил, ш2, 4з). Тогда [1оЕЕ Д, те. при неко- 

торых а, 6, с, а 
  

_ +6 Т-А(Е(а) = 4? ед) =“ т 
и, согласно предположению, [1 (Е(2%ь)) = 2к, так что 

алк +6 —_ 
т =ль, для К=Ь2,3. 

Тогда 

сё + (а-а)ж-=0, 
стало быть квадратное уравнение имеет три различных кор- 

ня. Отсюда с =6=0, а = 4, следовательно, 

Г" (Е(2)) =2 ® Е@)=ЦЩа \№ ч 

Определение. Пусть 2, 21, 22, 23 — четыре различных 

числа. Двойным, или ангармоническим, отношением назы- 

вается выражение 

#21. 23 = Я 

= ° 23 — 22 ° 

Равенство (3) означает, что двойное отношение сохраняется 

(т. е. инвариантно) при дробно-линейном преобразовании. 

Замечание. Равенство (3) можно использовать для по- 

строения. дробно-линейной функции по трём различным точ- 

кам из С, заданным вместе с их образами. В случае, когда 

какая-то из точек 2% и/или и; является бесконечно удален- 

ной, соответствующие разности в (3) заменяются на 1. 
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8.4. Круговое свойство 

Теорема 8.4. „Дробно-линейная функция отображает 

множество прямых и окружностей в себя. 

> Если и =(К2) - линейная функция, то такое преобра- 

зование является результатом последовательно проведенных 

отображений ил =а2 и № = ил-ЕЫ. Первое из них соверша- 

ет растяжение (сжатие) и поворот вокруг начала координат, 

а второе — сдвиг всей плоскости. При каждом из этих пре- 

образований прямая переходит в прямую, а окружность - в 

окружность. 
} 

Покажем далее, что преобразование 1 = Л(=) = - обла- 

дает круговым свойством. Как было установлено в примере 

1 п. 2.3, уравнение 

Аз+В.+В+Р=0, ВВ-АО>0, (4) 

в случае А =0 задаёт прямую на комплексной плоскости, 

а в случае А 7 0 - окружность. Подставляя в (4) =, 
Ш 

получаем —_ = 
рив-+-Вш+В®-+А=0, 

те. уравнение того же вида, что и (4). Отметим, что при 

отображении и = А(2) окружность (или прямая) может пе- 

рейти как в прямую, так и в окружность. 

Для завершения доказательства осталось заметить, что 

  

  

при ас #0 

а2+6 а с — аа 5: 

—_— ЕН =@и + , 
сс+а с + 

с? (+ ") 
с 

так что дробно-линейная функция является суперпозицией 

Г=БоЛой, где С =1(2) =2+41, в=Л(с), ш=Ь(3) = 

° а с — а а 

ал + В1 5. (Здесь а=-, Ш= ея а ==). 

: с с с 

Случай а = 0, с72 0 рассмотрите самостоятельно «Ч 
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8.5. Сохранение симметрии относительно прямой 

(окружности) 

Определения. Точки д и 2” симметричны отпноситель- 

но прямой ‘у, если ^у — серединный перпендикуляр к отрезку 

с концами в этих точках (рис. 21а). 

Точки 2 и 2* симметричны, или сопряжены, относителъ- 

но окружности ‘у радиуса В с центром в точке 2 (рис. 

216), если 2 и 2* лежат на, одном луче, исходящем из 20, и 

[2 — 20| - |2* — 20| = А. 

   
Рис. 214 Рис. 216 Рис. 28 

Свойства симметрии. 

Пусть 77 - прямая либо окружность. Тогда 

(2) =2; 
2) ==: + 2Е71. В противном случае точки 2 и 2* 

лежат по разные стороны от 7. 

3) Пусть у - окружность |2| = В. Тогда пара симмет- 

ричных относительно “у точек 2 7 0 и 2" связана равенством 

  

2 
ие Е : (5) 

= 

Если точки 2 = 20 и 2* симметричны относительно окружно- 

сти 7: |2 — 20| = В, то справедливо равенство 

2 
РИ НЕ (6) 

# — 20   
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> Пусть 2=т еФ. Тогда из определения следует 

2, № № 
е® = - 

Г ге 
  = 

Для доказательства (6) следует сделать сдвиг на вектор 2 

ч 

4) Точка 20 симметрична относительно окружности любо- 

го радиуса (с центром в 20) точке 26 = о. 

Лемма. Пусть у - прямая либо окружность. Точки # 

и 2* симметричны относительно ") тогда и только тогда, 

когда любая окружность, проходящая через эти точки, ор- 

тогональна °. 

> В случае, когда 7 - прямая, утверждение очевидно. 

Далее ‘у - окружность. 

Необходимость. Пусть точки М и М*, соответствующие 

числам 2 и 2*, симметричны относительно окружности 7 ра- 

диуса В с центром в точке О и пусть Е — окружность, прохо- 

дящая через М и М". Проведем касательную из точки Ок 

окружности К. Пусть РЕК- точка касания. По теореме эле- 

ментарной геометрии ОР? =ОМ-ОМ*. Поскольку из усло- 

вия симметрии следует ОМ-ОМ* = Е?, имеем ОР = В, т.е. 

в = (рис. 22). Так как касательная к К содержит радиус 

7, окружности К и 77 пересекаются под прямым углом. 

Достаточность. Если произвольная окружность К, прохо- 

дящая через точки М и М*, ортогональна 7), то и прямая, 

рассматриваемая как окружность бесконечно большого ра- 

диуса, обладает этим свойством. Тогда, эта, прямая проходит 

через центр 77 — точку О. Более того, точки М и М* лежат 

по одну сторону от О и по разные стороны от ^у (в противном 

случае окружность с диаметром ММ* не ортогональна 7). 

Пусть Р — точка пересечения 7 с окружностью К. Тогда 

ОР - касательная к К, следовательно, ОР? =ОМ-ОМ* и
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поскольку ОР = В, выполнено и второе условие из опреде- 
ления симметрии М и М* ч 

Теорема 8.5. Пусть // - прямая либо окружность, точ- 

ки 2 и 2* симметричны относительно ‘у, преобразование [, 
дробно-линейное. Тогда точки Г(2) и Г(=*) симметричны 
относительно Г = Г(7). 

> Для пары точек 2 и 2*, симметричных относительно 7, 

рассмотрим точки и = Ё(2) и ил = Г(2*). Пусть К - прямая 
либо окружность в плоскости (1), содержащая ш и ил; К = 
ГЛ КК) - прообраз К. По теореме 8.4 К - также окружность 
либо прямая, проходящая через точки 2 и 2*. Согласно лемме 

77 и К пересекаются под прямым углом. Так как по теореме 

8.1 отображение Г, конформно, Г и К также ортогональны. 

Тогда в силу произвольности выбора К из леммы следует 

симметрия точек и и из относительно Г ч 

8.6. Примеры 

А) Построение дробно-линейной функции по трём точ- 
кам, заданным, вместе с их образами. 

Для решения этой задачи можно использовать формулу 
е, (3) либо представление аа 

И =А- ту. (7) 

1. Найти дробно-линейную функцию, переводящую трой- 

ку точек (—1,1,1+1) соответственнов а) (—1, 0,1); 
5) (0,со,2). 

> а) Воспользовавшись формулой (3), имеем 

2+1 2+1 _ш+1 2 
#2, 1.0 1 | 

#+1 2 2(2—1) 2+1 —. = . по Е Ин = 
РАДА 9 Рая. 9 Ин 

_ -(4+2 2+ (4+3) 

> 5(2-9 
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5) Дробь вида (7), принимающая при 2 = —1 4 де, 
2+ 

ния и = 0; со соответственно, выглядит так: = +. 

Коэффициент Л определяется из условия 

: 2 

Таким образом, искомое отображение: 

2 2+1 _ 2(2+1) (2-9 

2+8 1—1 52-й 
    и 

Б) Построение образа данного множества при заданном 

дробно-линейном. преобразовании. 

При решении такого рода задач наряду с общими принци- 

пами конформных отображений (прежде всего это принцип 

соответствия границ, см. п. 7.5) используются также свой- 

ства дробно-линейной функции. 

2. Найти образ 

а) полукруга Д = {2 : |2| <1, №2>0} при отображе- 
#+1 

1-2’ 
5) области, ограниченной окружностями |2 —1| =Т и 

т 1 

|-Я 
с) окружности 7 = {2: |2 -Й =1} при отображении с 

я 

#+1` 

> а) 1-ый способ. Имея в виду принцип соответствия 

границ при конформном отображении, найдём образ грани- 

цы области О (рис. 23). Граница ОР состоит из части прямой 

и дуги окружности. В силу теоремы 8.4 функция и переводит 

их также в части прямых либо окружностей. Вычислим 

  нии с помощью функции = 

) = 5 при отображении с помощью функции = 
  

  помощью функции и = 

%(-1) =0, ш(0) =1, ч(1) = с, ш (9 =1.
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Очевидно, отрезок [-1; 1] переходит в положительную дей- 

ствительную полупрямую, а образом полуокружности явля- 

ется верхняя часть мнимой оси. Учитывая сохранение ори- 

ентации границы, получаем в качестве образа, Р первую чет- 
верть плоскости (1) (рис. 23). 

2-ой способ. С самого начала ясно, что части ОД перехо- 

дят в куски прямых, поскольку точка 2 = 1, общая для от- 

резка и полуокружности, отображается в и = со. Выяснив, 
что отрезок |-1; 1] переходит в положительную действи- 

тельную полуось, учтём конформность отображения. Так как 

части границы ЭД пересекаются в точке 2 = —1 под прямым 

углом, тот же угол составляют их образы, пересекающиеся в 
точке и = 0. 

  

В [6 

(%) 

ой 1 

Г 0    
Рёс. 23 Рис. 84 

5) Обе окружности переходят в прямые, так как (0) = со. 
Поскольку окружности 71 и 72 (рис. 24) ортогональны веще- 
ственной прямой, которая при данном отображении перехо- 
дит в себя, границы искомой области, т.е. прямые Г! и Го, 

также перпендикулярны действительной оси в плоскости (и). 

Остаётся найти образы точек пересечения: (1) = 1, %(2) = о 

3 2 
и, вычислив, например, 1 | ‚| = 5, учесть, что внутренняя 

точка области переходит во внутреннюю. Итак, результатом 
отображения является полоса, между параллельными прямы- 
ми Г: и Го. 
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с) Эта задача была решена выше (см. пример 66) п. 7.6). 
Покажем еще один подход, основанный на использовании 
свойства, сохранения симметрии. 

Во-первых, отметим, что образом 77 в плоскости (1) яв- 
ляется некоторая окружность Г (почему?) Далее, её центр 
о и бесконечно удалённая точка симметричны относительно 
Г (свойство 4 п. 8.5), следовательно, прообразы этих точек 
симметричны относительно окружности 77. Точке и = со со- 
ответствует точка 2 = —1. Находим 2* (например, используя 

формулу (6)): 

1 к. _ 

т Г 
  (здесь 2 =1, В=1. 

Теперь определяем центр окружности Г: 

  й = *) = =-1+2%. о = 4 (2”) „(т=) +2 

Остаётся вычислить радиус Г. Поскольку точка 2 =0ЕУ, 

то (0) = -1Е Г, следовательно, искомый радиус равен 

расстоянию |1(0) — шо| = | -1- (-1+2)| =2. 
Итак, Г имеет уравнение |ш-+1-2|=2 < 

В) Построение дробно-линейной функции, отображаю- 

щей одно заданное множество на другое. 

Решение такой задачи (если оно существует) также осно- 

вано на общих принципах конформных отображений (см. п. 
7.5) и использовании свойств дробно-линейной функции. 

3. а) Найти какую-либо дробно-линейную функцию, отоб- 

ражающую единичный круг {|2| < 1} на правую полуплос- 

кость {Ве > 0}. 

> Для осуществления требуемого отображения достаточ- 

но выбрать какую-то тройку точек на окружности |2| = 1 и,
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учитывая сохранение ориентации границы, указать в каче- 
стве образов тройку точек на мнимой оси плоскости (и) (см. 
рис. 25). 

Например, преобразование Ё: (1,4, —1) —> (00,%,0) ре- 
шает задачу. Остаётся найти явный вид и = [(2). ВСН, 

2+ 

ей 
  как показано в примере 1 а), получаем = 

Отметим, что задача п. а) имеет бесконечно много реше- 

ний. Более интересна следующая постановка. 

5) Найти дробно-линейную функцию, переводящую верх- 

нюю полуплоскость {Пи 2 > 0} наединичный круг {|ш| < 1} 
так, чтобы заданная точка, 20 верхней полуплоскости попада- 
ла в центр круга: (20) = 0 (рис. 26). 

(@&) 

    
Рис. 85 Рис. 26 

> Для построения этого отображения воспользуемся тео- 
ремой 8.5: симметричные относительно вещественной пря- 
мой 7) точки 20 и 2о должны перейти в симметричные отно- 
сительно ее образа, Г — окружности |ш| = 1 — точки и =0и 
и) = со соответственно. Поскольку последняя симметрия не 
учитывает значения радиуса окружности, надо потребовать, 
чтобы для Е ее образ & Е Г. Тогда имеем 

ШЕЛ. 2, |ш(8=1. 
# -— 20 

Поскольку # =х,тЕ В, второе из равенств принимает вид 
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х-а . 
М =т & = & л=е аЕВ, 

Т- 2 

так как |7 — 20| = 5—2. 
Итак, искомое отображение: 

„ 2-2 
ш=е®. —^, аЕВ. (8) 

& — 20 ^ 

Оно единственно с точностью до поворота круга {|ш| < 1} 
относительно начала координат (& - угол этого поворота). 
Получить единственное решение можно указанием образа, ка- 
кой-либо точки с границы 77, либо заданием ф -— угла поворота 
кривых, проходящих через точку 20 при отображении (8): 

ф=а8 и (5) ч 

  

  

Рис. 87 

с) Найти дробно-линейную функцию, которая переводит 

единичный круг {|2| < 1} на единичный круг {|| < 1} так, 
чтобы заданная точка 20 попадала в центр второго круга: 
(20) =0 (рис. 27). 

> Всоответствии с теоремой 8.5 имеем: (24) = со. Как 

показано выше (см. формулу (5)), 26 = —. Поэтому 
20 

 — 20 20 (2— 20) 2—0 
= = ==. а 0 1 Е 1 0—1 А 1-25’ А А! 20. 

20 

 



  

Для определения А используем соответствие границ: если 

2 Е 7, те. |#| = 1, то образ этой точки 16 © Г, так что 
[5| = 1. Поскольку #2 = |2? =1, то 

  

        

    

  

_ 2 — м 2-2 2 Не = а |= ЕЯ = 1 #2 — |8 -ж%| 

2—2 _ —_ 
м: о 1, так как |2-ж|=Е-5.. 

— 20 

Значит Л=е®“, аЕВ. Таким образом, 

; & — 20 
= 2 , В, и =е 1-=5› ае я (9) 

4) Отобразить с помощью дробно-линейной функции круг 

{12| < 2} с разрезом по отрезку |[-#2 мнимой оси на круг 

{14| < 1} с разрезом по отрезку [0;1] (рис. 28). 

  

Рис. 28 

2 
> После преобразования сжатия (= = получаем еди- 

й 
ничный круг с разрезом по отрезку | : . Применяя пре- 

  

й 
образование (9), при котором точка ( = = переходит в 

й 
. Е. 

и = 0, имеем шее. дем. 2541. 

1 2—6 1- 5 С 
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Для определения параметра с Е В, используем условие 

С=:—>5ш=1. Отсюда е® = —$ следовательно, 

20 +1 5 #+# 2(2+9 
т ДЕ а 

‘6—2 2 12 —4 +4 

Так как полученное преобразование переводит мнимые чис- 
ла в вещественные, причем 1(2) =1, и(—1) =0, это отоб- 
ражение искомое ч : 

() 1 (м 

  

  

Рис. 89 

е) Найти дробно-линейную функцию (2), отображаю- 

щую круг {|2| < 1} на правую полуплоскость {Веш > 0} и 
отвечающую условиям %(—21) = —1, 1(1) =0. 

Й : 
> Точка 2 = —5 симметрична точке 2 = —2 относитель- 

но единичной окружности, а точки и = 1 ии = -—1 симмет- 
ричны относительно прямой Кеш = 0 (рис. 29). Поэтому в 

силу теоремы 8.5 имеем ш (-:) =1. Используя формулу 

(3), строим дробно-линейную функцию по трем точкам и их 
образам: 

    

: 3 
та. 2 Цш-1. 1, 22+ _1-щ 
2+3 ш+1’1 2+% ш+1 

—2 +1 

— 3(#+9
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8.7. Вопросы и задачи 

1. Докажите конформность линейного отображения в С. 

2. Найдите линейную функцию и = [(2), конформно отоб- 

ражающую полосу О на полосу {0 < ши < 1}, если 

а) Р = {а< Вез<6}; 59) Р={а< Ш 2-Ве;< 8. 

3. Найдите функцию ш = {(2), конформно отображаю- 

щую кольцо {2 < |2| < 3} на кольцо {4 < |ш| < 6} 
так, чтобы а) и(-2)=4; 5) и(-м) =6. 

4. Найдите образ множества, р при отображении и = }(2), 
если 

а) О = {Вез < 0} Пп{ш2>0}, 1(2)=   
8! 

 р={22<Цц, К= Св 

  9 2={2-|<2}П{ш2>0}, Ка= 

а) р={|%2?|<4}, 1(=- 

е) р= [< <1, Ка) =- 

2+1. 

2+2’ 

9 2р= (в > 0} \ {+1 < 1) \{#-Ц <, 

Л В=п<ы<2}, Да= 

  

  

дд-2—8, 
в) Р-р < 2} 14-3 > фи: > 0}, 

=. 
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5. Найдите точку, симметричную точке 2 = 2+ относи- 

тельно окружности //, если 

а) = =1}; 5) л= {| =3}; 
© л={а-й=3}; 4) 1={2-2-й=1. 

6. Используя свойство сохранения симметрии, найдите ко- 
ординаты центра и радиус окружности, на которую функ- 
ция ш = / (2) отображает линию 7); приведите уравне- 

ние этой окружности, если . 

а) у= {2: Вез=0}, (2) = т , 

5) у= {2 : Вез = Ша 3}, На=2 $ 
#1’ 

© л={2: | =2}, Ла= 

  

  

/ 7./Найдите дробно-линейную функцию и = {(2), конформ- 
но отображающую область О на множество С и удовле- 

творяющую данным дополнительным условиям, если 

а) р={ш2>0}, С={Веш<0}, ш(@=-2, 
(0) = со; 

9 Р= {+14 < 8}, С = {Веш> 0}, 
ш(—1—-#=1, (0) =8; 

с) О = {шё< 0}, @ = {ш| > 2}, ш(®) =0, (1) =- 

а р= ПР С = {шш> 0}, %(1] = в 
1(—2) = : 

<, бе ыо в 
ш(-1) =- 

Л Р=1<2}, @={ш-+й<1, (0) =-5 
(2) =0; 

9) р= (ши #>0}, @={ш<Ц, и =0, 

агеи (8) = = :
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в) р= {|| < 2}, = {м < Ц}, 60 = 0, аки’ = т) 

) Р={ш2<0} Сб={ш+й<2, и =-ь 
аби’ (—8) =0; 

Л Р={ш2>0}, @={ш|> Ц, О =о, 
ати’ (—) =л; 

К) Р={Ве2<0}, С={ш+|<Ц, ш(-2 =- 
и’ (0) =; 

 В={|2|<Цо{|2-<2}, С- внешность по- 
лосы {0<Шши<1}; 

т) р = {|2| < 2} \ {#-й<Ц, С= {-1<Веш< 1. 

$9. Степенная функция и обратная к ней 

9.1. Степенная функция с натуральным показате- 
лем 

Степенная функция — это функция вида, 

и = =", гдепЕМп> 1. (1) 

Степенная функция определена при всех 2 Е С; если по- 
ложить 1(с0) = со, областью определения становится С. 

Функция (1) отображает С на себя, причем неоднолист- 
но. В самом деле, для 2 = ге (1 # 0, со) справедливы 

равенства, 

. . ТЦ 20 

= % те" = тре" 2 (2) 1 2 1 2 — 
Ф1— 92 = —, 

п 

где К =0,1,...,п—1, так что п различных точек 2 =те**, 
к 2п 

где фь = Ф + —, имеют один и тот же образ. 

В примере 6) п. 5.3 было показано, что при любом 2 = со 

существует непрерывная производная ш’ = п2”`*. Поэтому 

  

  

103 
  

степенная функция аналитична в С. Поскольку и/(2) #2 0, 
если 2 7 0, отображение с помощью степенной функции кон- 

формно в любой точке д 2 0, со. 

Изучим поведение (1) в окрестности 2 = 0. Так как точ- 
ке 2 = |2|е№ соответствует и = [и е® = |2” е"%, имеем 
[м] = |2", а =пф-+2лК. Поэтому полярная сетка плоскости 
(=) переходит в полярную сетку плоскости (1) следующим 

образом: луч агё 2 = ф отображается на луч, выходящий из 
точки и = 0 под углом пф, а окружность |2| = т переходит 
в окружность || = т”, которая пробегается п раз. Таким 

образом, конформность в точке 5 = 0 нарушается. 

Отображение (1) не является конформным также и в точ- 
ке 2 = со (почему?) 

не 
  

  

Рис. 30 

Выберем для главных значений аргумента промежуток 
[0; 2^). Из вышесказанного следует, что угол а < агё2 < В 

с вершиной в начале координат отображается на угол па < 
ф <пВ, ФЕ Атви (рис. 30). Если раствор угла не превыша- 

т 
ет — , из (2) следует, что его внутренность является обла- 

п 
стью однолистности степенной функции. Максимальной об- 

ластью однолистности является внутренность угла фо < атё 2 
2 

<0+ т В силу утверждения 2 п. 7.5 эта область преоб- 

разуется с помощью (1) конформно. Пусть для простоты
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2" 
Фо =0, тогда область О. = { 2:0 < агех < т степенная 

функция конформно отображает на, плоскость с разрезом по 

вещественной полупрямой В. Тот же образ С \ В\ име- 

ет любая из областей ОД, =з32: Ви <ате2 < те 
п п 

К=2,...,п (рис. 31). Итак, справедливо 

Утверждение 1. Степенная функция ш = 2” анали- 

тична в С ‘и конформно отображает внутренность угла 
т 

и < агв2 < В, где В-а<—, на внутренность угла 
п 

па < ф < пб. В частности, любое из множеств Пь кон- 
формно отображается на С \ ВЛ. 

9.2. Функция и = {/2 

Функция 

ш = {/2, ПпЕМ, п> 1, (3) 

определяется как обратная к степенной функции 2 = и”. 
Из результатов п. 9.1 вытекает, что функция (3) опре- 

делена в расширенной комплексной плоскости С, причём 
(0) =0, (со) = со, а во всех остальных эта, функция 
имеет по п значений 

; Ата ага 2-21 

ш= У = Уве’ т = Те? п" ‚К=О,..п-1. (4) 

Как следует из утверждения 1, плоскость С можно раз- 
2(Е- 1) 

бить на п множеств В, = {и : Фо + < агёш < ф-+ 

т ‚Е =1,...,п, внутренность каждого из которых О» 

отображается степенной функцией 2 = и” на множество 
С, = С, представляющее собой плоскость (2) с разрезом по 

лучу агв2 = пфо. Поэтому обратная п-значная функция (4) 
отображает С на совокупность множеств Ду. 
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На рис. 31 изображена ситуация, соответствующая фо = 0, 
здесь С = С\ В/. При этом границами Оу являются лучи 

7-1 и 7% (9). = %), которые отображаются соответственно 

на "верхний берег" разреза Г+ и его "нижний берег" Г. 

  

  

Рис. 81 

В то же время, поскольку степенная функция на ДП; одно- 

листна, соответствие между ДП; и С, = С взаимно однознач- 

ное, т.е. на множестве (С определена однозначная функция, 

обратная степенной. Она задается одним из значений в (4): 

ив = (УЗ). 
По теореме 6.3 в любой точке области С эта, функция име- 

ет производную 

(Е). = . 
(у т палет СЕ 

Следовательно, функция их = (/2)ь аналитична в С и осу- 

шествляет конформное отображение этой области на, Пу. 

Определение. Однозначная аналитическая в некоторой 
области С' функция }(2) называется однозначной регулярной 

ветвью многозначной функции Е(2), определённой в этой 

же области, если значение }(2) в каждой точке С! совпадает 

с одним из значений Е(2) в этой точке. 

ти. 

В нашем случае в области С = С \В\ можно выделить 
однозначную регулярную ветвь и, функции (3), назвав, ка-
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кое из множеств Ду, соответствует С. Для этого достаточно 

зафиксировать значение К либо указать образ какой-нибудь 

точки 2 ЕС (см. ниже пример 1). 

Итак, получено 

Утверждение 2. Функция ш = {/2 в каждой точке С, 

кроме 2 = 0 ид = со, имеет ровно п значений. На множе- 

стве С = С \ В\ она допускает выделение п однозначных 

ветвей, каждая ‘из которых аналитична в С и конформно 
отображает эту область на внутренность некоторого уг- 

ла Пь. 

9.3. Риманова поверхность 

Многозначную функцию и = {/2 можно определить на 

некотором множестве более сложного устройства, так, чтобы 

она стала однозначной. Для этого рассмотрим вместо С п 

идентичных ему множеств С» ("листов"), воспринимаемых 

как образы соответствующих областей ОД; при отображении 

д = м". Пусть Г# и Гр - верхний и нижний берега раз- 

реза по ВЛ соответственно. Соединим эти листы в одну по- 

верхность следующим образом: нижний берег С! "склеим"с 
верхним берегом Со, нижний берег Со "склеим"с верхним бе- 

регом Сз и так далее. При этом отождествляются лучи Г; и 

РЕ» Кк=1,....п-— 1. Нижний берег последнего, п-го листа, 

"склеим" с верхним берегом первого (рис. 32). 

При отображении с помощью степенной функции # = и" 

образом точки, которая движется, начиная с нулевого угла, 
против часовой стрелки по некоторой окружности радиуса, г 

в комплексной плоскости (и) (см. рис. 31), является точка, 
движущаяся в том же направлении по окружности радиуса 

т”, расположенной на полученной в результате описанного 

процесса, поверхности. При этом центр окружности находит- 

ся в начале координат; при движении точки внутри угла Дь 

её образ перемещается по К-му листу Сь, при переходе точки 
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‘и через луч 7 её образ 2 непрерывно проходит через склейку 

Г; с ГЕ. (рис. 32). Соответственно обратное отображение 

является однозначным. 

  

Рис. 38 

Полученная конструкция называется римановой поверт- 

ностью функции и = {/2. Обозначим ее через К. 

Отображение ш : К С взаимно однозначно, причём 

точки 2 = 0 их = со, общие для всех листов, переходят в 

ши =0 иш = со соответственно. Функция и = {/2 является 

непрерывной на ®. При этом каждый лист ("этаж") ® соот- 

ветствует очередной регулярной однозначной ветви функции 

ш = $2. 

Спроектируем риманову поверхность № на расширенную 

комплексную плоскость С и рассмотрим в последней неко- 

торую окружность К: |2| = В. Замкнутый контур на ®, все 

точки которого проектируются на К, таков, что обойти его 

можно только переходя с одного листа К, на, другой и сделав 

в итоге п оборотов вокруг начала координат. В этом случае 

& = 0 является так называемой точкой ветвления функ- 

ции и = 4/2. Другими словами, некоторая точка 20 — точка 

ветвления, если не существует охватывающего её замкнутого 

контура, принадлежащего только одному листу поверхности 

©. Таким образом, в окрестности точки ветвления невозмож- 

но выделение регулярных однозначных ветвей многозначной 

функции.
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Поскольку окружность К можно рассматривать и как кон- 

тур, обходящий бесконечно удалённую точку, 2 = со — также 
точка ветвления этой функции. 

Отметим, что для любой другой точки 20 в с найдется 

окружность достаточно малого радиуса |2 — 20| = т, кото- 

рой на К соответствуют п окружностей, не связанных друг 

с другом (каждая находится на своем листе римановой по- 

верхности). Таким образом, изучаемая функция имеет ровно 

две точки ветвления. 

Замечания. 1) Если при использовании многозначной фун- 

кции и = {/2 не уточнено, какая из её однозначных ветвей 
применяется, будем рассматривать главную ветвь (К = 0). 

2) Степень с рациональным показателем понимается сле- 
дующим образом: 

д” = (4/2)", тей, пЕМ. 

9.4. Примеры 

1) Допускает ли выделение регулярных однозначных вет- 

вей функция ЁЕ(2) в окрестности указанной точки? 

а) Е(2) =У22-%; д=0; в 58; 

Ь) Е(2) =У!1-\2; д=0; 2=1. 

> а) В окрестности точки 21 = 0 можно выделить три 
регулярные однозначные ветви данной функции. 

Точка 22 = 5 является точкой ветвления Ё(=), т.е. вы- 

деление регулярных однозначных ветвей в её окрестности 
невозможно. 

5) В окрестности точки 21 = 0 невозможно выделение ре- 
гулярных однозначных ветвей, так как это точка ветвления 
данной функции. 

В окрестности точки 22 =1 существуют две регулярные 
ветви функции С(2) = \/2, причём 91(1) =1, 92(1) =-1. 
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Точка 22 = 1 является точкой ветвления только в случае 

первой ветви, т.е. для функции Ё(2) = \/1- 91(2), так что 

лишь в случае Е(2) = \/1 - 92(2) можно выделить однознач- 

ные ветви в окрестности 22 =1 ч 

2) Выделить регулярную ветвь }(2) функции Ё(2) = Ух, 

задаваемую условием ](1) = —1 и найти значение }(—8). 

> В окрестности любой точки, кроме 2 = 0 и д = ©, 

возможно выделение регулярных однозначных ветвей мно- 

; ага 2-21 
гозначной функции Е(2) = || е 3 ‚где К =0, 1,2. 

Поскольку 

Ро-е 6+1) - 4-28 
; ага 2-4п 

получаем К =2. Значит, /(2) = /2| е* 3 , так что 

  
18) = Ве" 8" =2 (-%) =1-#8 а 

| р © (») 

7/3 п/4 Б 

Рис. 33 

3) Найти функцию, конформно отображающую на верх- 
нюю полуплоскость 

12 |? 
5) верхний единичный полукруг {|2| < }П{Паё> 0}; 
с) плоскость с разрезом по отрезку [-&; $]; 

4) верхнюю полуплоскость с разрезом [0; №], где В > 0; 

е) "луночку" {< ЦП{-й<1. 

п 7п 
а) внутренность угла З < ат < — р;
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> а) Совершим поворот данной конфигурации на угол 
п —п; 
— по часовой стрелке: С=е 3*.2. Поскольку величина 

п 
угла составляет „., решение получается после преобразова- 

ы —4; (о -1+3 д 
ния ш=(“, те. ш=е 3%. =. 

Последовательность преобразований показана на, рис. 33 <ч 

> 5) Сделаем такое дробно-линейное преобразование 
С = [(2), при котором С(—1) = 0, С(1) = сю. Послед- 

ние равенства гарантируют, что обе части границы исходного 
множества, (полуокружность и отрезок) перейдут в лучи с 

началом в точке С = 0. Для того, чтобы один из этих лу- 

чей (например, образ отрезка) совместился с вещественной 

положительной полуосью плоскости (, потребуем С(0) = 1. 

  2 
Тогда, в результате преобразования © = 1—2 из полукруга 

получается первый квадрант, так как в силу конформности 

образы частей исходной границы ортогональны. 

Теперь остаётся совершить преобразование и = (*, так 
2 

что ш= (: + :) (см. рис. 34) < 

(=) 

  
1 = 

  

  

  
Рис. 84 

> с) Сначала с помощью дробно-линейной функции (© = 

[2 отобразим данное множество на плоскость с разрезом по 
полуоси ВХ. Для этого достаточно тройку точек (—&; 0; 1) 

2+} 
перевести в тройку (0; 1; со); отсюда С= =.   
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Завершается решение задачи применением преобразова- 

2+1 

$-2° 
довательность отображений приведена на, рис. 35 4 

(9 (\) 

0 

Рис. 95 

После-   ния 1 = \/С. Итак, окончательно = 

  

> а) Задача решается с помощью последовательности 
отображений (см. рис. 36): С=2?, з=С+12, ш=уз. 

Таким образом, результирующее преобразование имеет вид: 

ш=\У22 +12 ч 

(2) Я (9 (5) (%) 

$ 0 

Рис. 36 

> е) Дробно-линейная функция © = Г(2), удовлетво- 
ряющая условию (22; 0; 21) —* (0; 1; со) ‚ переводит дан- 

ную область во внутренность некоторого угла (см. рис. 37). 

Остаётся развернуть этот угол до полуплоскости с помощью 

функции и = <Р, где показатель р требуется определить. 

УЗ +} 
2 

Точки 21,2 = можно найти как точки пересече-
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ния окружностей |2| =Т и [2-й =1. Тогда 

да-в и _ 22+ (3-9 (1. = Ш а С ем 

_ 22+ (У3-9, 

#349 

В силу конформности отображения © = Г(2) угол ф, под 

которым пересекаются окружности в плоскости (2), равен 

углу между лучами в плоскости С, те. ф = агв С(@). 

УЗ + и 1+7/3 ум _ ум ум ри 
5. з 5 .е'3 =е 3е3 =ез, 

2п 
следовательно, ф = —. Отсюда р = 

    @®=; 

‚ поэтому ш = (3/2. 
3 

2 
Итоговая формула, преобразования такова; 

_ [.[2=+ (3-9 м. 22+ (3-1) ° 
2=— (3+9) — 2 — (УЗ+д 

(и) 

  

  

9.5. Вопросы и задачи 

1. Найдите образ области р = {2 < аз < 2} п{|2|> 2} 

при отображении и = ](2), если 
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а) /(2)=2; 5) К)=2; 9 Кд= 

2. Найдите образы прямых а) Вед =с; 9) шаё=с 
при отображении 1 = 22. 

3. Выясните, возможно ли выделение регулярных однознач- 
ных ветвей ЁЕ(2) в окрестности указанной точки: 

Ь Е(2) = МЕ; а=0; 2=1; в=-1. 

4. В области С \ ВЛ выделите однозначную регулярную 

ветвь }(2) функции и = /2, задаваемую условием 

(-\ = а +9), и найдите образ множества {| <4, 

0 < атё 2 < п) при отображении /(2). 

© Отобразите конформно на верхнюю полуплоскость 

а) внешность отрезка [0; 1]; 

$) внешность множества (—с0; —а] Ц [а; со) (аЕ В); 
п п 

с) внешность множества, {= =1, —2 < агв2 < о} 

4) четверть круга {| <2, > < ага < п} ; 

е) внешность полукруга {|| > 3, Ве > 0}; 

2п 
Р) внутренность угла |" < ато < = с разрезами 

по мнимой оси {(0; 0 [2; ©}; 

3 
9) множество {о < м2 < = с разрезом по дуге 

й) множество {|2|<}П{-й> 1.
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810. Показательная и логарифмическая функции 

10.1. Показательная функция 

Показательная функция имеет вид и = е*, где экспонен- 

та е? была введена в п. 4.2 следующим образом: 

е* = =? (созу + 1). (1) 

Показательная функция определена при всех 2 Е С, она 
не может быть доопределена по непрерывности в бесконечно 

удалённой точке, так как не существует Ш е”. 
8—0 

Во всех точках 2 Е С существует непрерывная производ- 
ная и’ = е* (см. пример с) п. 5.3). Поэтому показательная 

функция аналитична в С. Так как всюду в области опре- 

деления и’ = е* = 0, отображение, осуществляемое этой 

функцией, конформно в каждой точке. 

В п. 4.2 установлено, что показательная функция перио- 

дична с основным периодом Т = 27%, значит, она неодно- 

листна в С. Максимальной областью однолистности являет- 

ся внутренность полосы вида {у < 2 <%+2м}. В силу 

утверждения 2 п. 7.5 в этой области отображение и = е* 
конформно. 

  

  

  
  

е
е
 

      

  

  
Найдём, как преобразуется прямоугольная сетка в обла- 

сти Оу = {0 < ш2<2м}. Если = + и, ш = ше 98%, 

  

115   

то из (1) следует [| = е*, агви = у. Поэтому образом пря- 
мой у = с является луч агёи = с. Отметим, в частности, 

что границы Ду - прямые у = 0 и у = 21 - преобразуют- 

ся в положительную вещественную полуось плоскости (и). 

Вертикальный отрезок 5 = с, 0 <а <у < 6 < 2 пере 

ходит в дугу окружности || = е°, а < ати < БВ, а весь 

отрезок х = с, 0 < у < 2м преобразуется в окружность 

|| = еб. Итак, образом области Г%ъ является плоскость с 

разрезом С\Вл, а прямоугольная сетка в Го отображается 
на полярную сетку в С\В7 (рис. 38). Точно так же преобра- 

зуется любая полоса Ду; = {21Ё < Низ < 2^(Е +1}, КЕЙ. 
Таким образом, имеет место 

Утверждение 1. Показательная функция (1) анали- 
тична в С и конформно отображает внутренность любой 

полосы Пь = {21К < Шиз < 21(Ё-+1)} на плоскость с раз- 
резом С\ ВЛ. 

10.2. Логарифмическая функция 

Логарифмическая функция ш = [ах определяется как 

обратная к показательной функции 2 = е". 

Из вышеизложенного следует, что логарифмическая функ- 

ция определена на множестве С \ {0} (рис. 38) и является 
бесконечнозначной. Она имеет вид (см. п. 4.2) 

Га г = Ш |2| + $ Ага = Ш |2| +1(а62-+ 21), КЕЙ. (2) 

При каждом фиксированном К получается однозначная 

ветвь логарифма и, = Ш|2| + $(агв 2 + 21К), где ах Е 
[0 ;2^). В области С \ ВЛ функция и» непрерывна. Со- 

гласно теореме 6.3 и’ имеет там непрерывную производную 

и (а) = = — = ет следовательно, аналитична. 
(е“)’ ее & 

Однозначная регулярная ветвь функции (2) при К = 0 на- 

зывается главной ветвью и обозначается ш 2 = ш |2| +1 агвз. 
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Справедливо 

Утверждение 2. Функция и = Гар в каждой точке С, 

кроме 2 = 0, имеет бесконечно много значений (8). На мно- 

жестве С = С \ В/ она допускает выделение однозначных 
ветвей, каждая ‘из которых аналитична в С’ и конформно 
отображает эту область на внутренность некоторой по- 
лосы Пу. 

(и) 

> 

  

  
Рис. 39 

10.3. Риманова поверхность 

Рассмотрим плоскость С как совокупность множеств вида, 

Б, = {ш: 2тЁ < пи < 2^(К+1)}, КЕЙ, 

(рис. 39), внутренность каждого из которых отображается 

функцией 2 = е* на множество С, = @ = С\ ВЛ, а граница 
переходит в луч Гь =Г = {2: Вез> 0, Ша =0}. 

Обозначим 7» = {и : Ниш = 2%}. Показательная функ- 

ция переводит границы “у и 7/к+1 полосы ДО» соответственно 

на верхний берег Г+ и нижний берег Г; одного и того же 

разреза по вещественной положительной полупрямой плос- 

кости (2). Рассмотрим бесконечное количество листов Сь и 

соединим их в одну поверхность, "склеивая"границы Г, и 

Г, при всех К Е Й. Так получается риманова поверхность 
К функции ш = [п2. Отображение и : К -* С взаимно 

однозначно и непрерывно, при этом каждый лист римановой 

поверхности соответствует очередной регулярной однознач- 

ной ветви логарифма. Точки 2 = 0 их = со (не принадле- 

  

и 

жащие №) являются точками ветвления функции и = [м л. 

Нетрудно видеть, что функция и = [п2 аналитична, на 
К. При этом любая однозначная ветвь, например и = шх, 

не является непрерывной на множестве С \ {0} (но анали- 
тична в С \ В\). 

10.4. Примеры 

1. Найти образ при отображении и = е? следующих 
множеств: 

а) полосы {2: 0 < ш;<т}; 

5) полуполосы {* : Вер < 0, 0 < ш;< т ь 

с) прямоугольника {2 : с< Вер < 4, а< ш;<86}, где 
0<6-а< 2. 

   
Рис. 40 

>> Результат получается на, основе рассмотрений п. 10.1. 

Ответы изображены на, рис. 40 ч 

2. Найти образ множества {2 : |2| > 1, Пиз > 0} при 
отображении той однозначной ветвью /(2) функции Ё(2) = 

Га, для которой }(е) =1— ых 8: 

   
Рис. 41



  

    

  

> Так как Гл (её) = ше+й (5 + ак) =1+7 (5 + 2®) , 

условие задачи выполнено при К = —1. Поэтому данная об- 

ласть отображается на подмножество полосы О_1. Имея в 

виду, что логарифмическая функция обратна к показатель- 
ной, из результатов п. 10.1 получаем ответ (см. рис. 41) ч 

10.5. Вопросы и задачи 

1. Найдите образ множества О при отображении и = е^, 
если 

а) Р={а<ш2< В}, 0<а<В< 2; 

5) Р= {0 <шасхл, Ве < 0}; 

с) Р={п<Шша< м, Вех> 0}; 

4) Р- прямая Пи ; = Вед. 

2. Найдите образ множества, Р при отображении и = ш 2, 
если 

а) Р={а< м8 2<В}, 0<а<В<; 

в) Р= {0 <авд<т, |2|> 1}; 

©) Р={п< ма < т, || < 2}; 

а) Р- кольцо {е < |2| < е?} с разрезом по веществен- 
ному интервалу (е;е?). 

3. Найдите образ множества {2 : |2| < 1, Пиз > 0} при 
отображении той однозначной ветвью /(2) функции 

Е(2) = Гл2, для которой } (5) =-—Ш2-+ ох 1. 

4. Найдите образ множества О при отображении и = {(2), 
если 

а) Рр={0 < Вез<т}, {(2) =с5 5; 

5) р={-ч<ве2<т}, (2) = 2; 

1 
с) р о< ве <, ш2>0}, (2) = № п2. 

(5.)Найдите функцию, конформно отображающую на верх- 

^ нюю полуплоскость множество О, если 
п п 

= г = > . а) р {0<ш#<5} \ {ш2 т, Ве>0}; 

5) Р={Веё>2, О<ша< жж}; 

9 Р={|<2} \ {2-й <1}; 
4) Р- внешность множества { |2| < 1} 9{|#-3<?}; 

е) Р= {Вед < 0}п{|=+3| > 3}; 

Л = <Вез<л} \ {0 < Ве2< 5, Шв2=0}; 

9) Р={-п<ш2< м} \ [-^1; 0]; 

в) Р={ШшЕ> 0} п{8-2> 2} п -4|<4}; 

$) Р={Веё> 0} п{|#-И>1} \ [2;3]. 

811. Функция Жуковского 

11.1. Определение и основные свойства 

Функция Жуковского имеет вид 

= (2+1). (1) 
Функция Жуковского (обозначим ее для краткости С(=)) 

определена при всех 2 Е С, кроме х = 0. После доопреде- 
ления С(0) = С(со) = со имеем отображение С: С - С. 

1 1 
Функция (1) аналитична в С\{0}, причем и’ = 5 (. — =). 

Так как и’ 20 при 2 7 +1, то в каждой точке С, кроме 

#=0,2 = +1 , отображение посредством функции Жуков- 

ского конформно.
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Можно показатъ, что в точках 2 = 0 и 2 = со также име- 
ется конформность. Действительно, поскольку С(0) = со, 

рассуждая так же, как при доказательстве теоремы 8.1, со- 

вершим преобразование © = ’ При котором (о = С(що) = 0. 

Тогда, 

_ 2 „л_ 2(1-— 22) А 
(2) = а ) С =, $(0) =220, 

откуда следует конформность отображения (1 в точке 2 =0. 
Аналогично изучается случай 20 = со. 

Функция С(2) двулистна на области определения. В са- 

мом деле, для 21 7 22 имеем 

21 — 22   1 
За =1$2=-—. 

21 22 21 
С (=) = С (22) < 21 — 22 = 

Таким образом, всякая область, одновременно не содержа- 

щая точек 2 и -, является областью однолистности функ- 

ции С(2). Максимальные области однолистности суть О: = 

{12| > 1} - внешность единичного круга и До = {|| < 1} - 
внутренность единичного круга, а также Оз = {ад > 0} - 

верхняя полуплоскость и О. = {Пих < 0} - нижняя полу- 
Плоскость. 

Таким образом, получено 

Утверждение 1. Функция Жуковского (1) аналитична 

вС\ {0} и осуществляет конформное отображение любой 

‘из областей Рь, Е =1....4. 

11.2. Отображения областей Ш» 

Пусть 2 = ге, тогда, 
1 р п 

лич (геле) =: 
2 т 

_1 В з ч.9 А 
257+; ] 608 +5 |т- „| Эф, 

  

  

откуда 1 1 

и=|т-+- |] с08Ф, 
2 т (2) 

1 1\. 
== |т-- ] эф. 

2 т 

Используя основное тригонометрическое тождество, исклю- 

чим из этой системы ф: 

и? и 
= 

1 2.1 „_1 2 
4 м- 4 г 

С другой стороны, из (2) следует 

и 1 1 т 1 ( :) 
=- |7+-]|, - = г, 

созф 2 г зшф 2 г 
поэтому 2 

2 

(3) 

    

вы: ные. 4 
с03?р  зш?ф (4) 

Уравнение (3) при каждом г > 0,г 7 1, задает эллипс 
1 

с фокусами в точках и = +1 и полуосями а = 5 (. Е ;) я 

1 А 
2 

семейство софокусных гипербол. 
Рассмотрим в О: множество концентрических окружно- 

стей |2| =т, г > 1. Их образы - эллинсы - при г —+ 1 умень- 
шаются и в пределе дают отрезок [-1; 1]. Лучив Лу, орто- 
гональные окружностям, переходят в гиперболы (4), ортого- 
нальные в силу конформности отображения эллинсам (3). 

Точнее, из (2) следует, например, что при перемещении 

    

п 
т--|; уравнением (4) для ф 7 2 К описывается 

т 

точки д по лучу: 2=тге*®, г>1, 0% Е (о; 5), ее образ 

движется по верхней части правой ветви гиперболы. Исклю- 

чённые выше из рассмотрения лучи ф = 0иф=т (т > 1) пе- 

реходят в части вещественной прямой Веш > 1 и Веш < —1,
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т 
а лучи ф= 5 — в мнимые полуоси Пи > Оби ми <0 

соответственно. Также из (2) вытекает, что движению про- 
тив часовой стрелки по окружности соответствует движение 

в том же направлении по эллипсу м — 

С (и) 

     г У 
Рис. 42 

Итак, функция Жуковского конформно отображает внеш- 

ность единичного круга Г: = {|2| > 1} на внешность от- 
резка [-1; | плоскости (и). При этом образом. окружно- 

сти т =1 является дважды проходимый отрезок [-1; 1]. 
1 

Поскольку при замене г на -— эллипс (3) остается тем 
т 

же самым (меняется направление движения по нему), мож- 
но утверждать, что функция С(2) конформно отображает 
внутренность единичного круга Г.» = {|| < 1} на внеш- 
ность отрезка [-1; 1], причём окружность т = 1 преобра- 

зуется в отрезок [-1; |, проходимый дважды (рис. 43). 

(и) - 

  

  

Рис. 43 

Чтобы найти образ области Оз = {2 > 0}, исходя из 
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общих свойств конформных отображений, достаточно выяс- 
нить образ границы верхней полуплоскости — вещественной 

оси. Заметим, что при 1 Е В, также и С(2) Е В, причём 
либо С (2) > 1, либо С(2) < —1, поэтому при движении в 
плоскости (2) по частям 71,...а действительной прямой в 
плоскости (и) получаются последовательно лучи веществен- 
ной оси [` = {Веш < —1} дважды и 1[* = {Веш > 1} также 
дважды (рис. 44). 

Итак, функция Жуковского евр отображает верт- 

нюю полуплоскость Оз = {№2 > 0} на внешность лучей 
С\ (Го), причём образом, границы Шт 2 = 0 являются 

эти лучи, протодимые дважды. 

Нетрудно показать, что при этом на верхнюю полуплос- 
кость отображается внешность верхнего единичного полу- 
круга {|2| > 1, Шаг > 0}, а на нижнюю - его внутренность. 

  

Рис. 44 

Тот же образ С \ (ГГ Ц Г*), имеет и нижняя полуплоскость 
., однако на верхнюю полуплоскость функция Жуковско- 
го отображает внутренность нижнего единичного полукруга 
{|=| < 1, 2 < 0}, ана нижнюю - его внешность (рис. 44). 

11.3. Примеры 

1. Найти образ области О = {|2| < 1, Пал > 0} при 
отображении ш = С(2).    
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> Полуокружность 7, функцией Жуковского отобра- 
жается на отрезок Г, = {—1 < Веш < 1} вещественной 

прямой; радиус 7 = {0 < Верх < 1} - на луч Го = [+, а 

радиус 3 = {—1 < Вел < 0} - на луч Гз = Г. Учитывая 
сохранение ориентации границы относительно области при 

конформном отображении, имеем С'(О) = {ши < 0} (рис. 
45) = 

ТУ!   

  

Рис. 45 

2. Отобразить единичный круг {* : |2 < 1} с разрезом 

1 
{5 < Вед<1, ШшаЕ= о} на верхнюю полуплоскость. 

> Задачу решает следующая последовательность преоб- 
разований (см. рис. 46). 

1 5 8) <- 6), зиь са) =1, < (5) 2 
6) з = Г(() ‚ где дробно-линейная функция Г, определяет- 

5 
ся отображением тройки | -—1;0;-— ) —> (0;1;со) и имеет 4 
вид = Е 

в у, — 5(2+22+1) 
Тогда окончательно: и = 22—52 +2) 

3. Найти образ области {0 < Ве; <л, ш2>0} при 
отображении и) = соз д. 

Роя 5 : 
> Так как ш=соз2= ь (ее че") = С(е®), 

  

  

  

© @) (#) 

-1 5/4 

  

Рис. 46 

совершаем последовательность отображений (рис. 47): 
п 

а) С =12 - поворот на угол а; 

6) $ = еб - результатом является верхний единичный 
полукруг; 

в) ш= (3) - в итоге получается нижняя полуплоскость 
< 

@) (9 (5) (и) 

1] 0 7 0 1 

Рис. 47 

  

11.4. Вопросы и задачи 

1. Укажите области однолистности функции Жуковского. 

2. Докажите конформность отображения функцией Жу- 

ковского в точке 2 = со. 

3. Найдите образ множества О) при отображении функци- 

ей Жуковского, если 

1 р: 9 р= = 9 р= {=}; 
а Рр={ш2=0}; е) Р={Вез=0}.
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4. Найдите образ множества О при отображении и = /(2), 

если 

а) р={0<2<л, Веё> 0}, {[(2) = 5; 
п п : 

5) р={-5 <Ве2< о, ш#>0}, }(2) =зт а; 

Е 9 р=4{8<13\ [5:1], л9= 
Н 

а) р={0<а82<3}, К = +. 

5. Найдите функцию, конформно отображающую на верх- 

нюю полуплоскость множество О, если 

а) П- множество {Пи 2> 0} П {|2| > 2} с разрезом 
{2 < ш2<3; Вез=0}; 

5) Р- множество {Ша 2> 0} П{|2| < 1} с разрезом 

[ош р Веё0}; 

$ р= 4 <0\ {3 < |Ве2|<1; ш 2-0}, 

а р= < \ {5х ш 2-0}; 

е Р= {0 <в12<5 ‚ Ве2>0}\ {0 <Веё<1; 

р р- {Ве <0п{ |->. Е-<1}, 

п ша= ша 4 

8 р-н >2, 1 <ыва < | \ [248 

) Р={|Ша 2 <л, Ве < 1} \ [0;1]. 
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Глава 3 

Интегрирование функций комплексного 

переменного 

812. Определение и основные свойства интеграла 

12.1. Понятие интеграла 

Пусть 77 - гладкая кривая на комплексной плоскости, со- 

единяющая точки Аи В; её параметрическое представление: 

2(#) = т( +1, Е [о В]. (1) 
Условимся, что начальная точка кривой А = 2(а), а конеч- 

ная — В = 2(В). 
Пусть на кривой 7) задана однозначная функция комплекс- 

ного переменного {(2). 
Рассмотрим некоторое разбиение Тэтой кривой точками 

А=од,.., 2. = В на конечное число частей 7/1 ,..,)„. Обо- 

значим Ал = 2% — 21, 8 = |Алк| = |2 — 24-1|. На каждом 

куске 7» с концами в точках 2,1 и 2к выберем точку (ь и 

составим интегральные суммы 
ъ 

5(Т)=У` К) Аль, (2) 
К=1 

5 (А.Т) = У ИО). (3) 
К=1 

Введем понятие предела интегральной суммы при усло- 
вии Л = шах 3 —* 0 так же, как это делалось в курсе ма- 

тематического анализа, [6] при рассмотрении криволинейных 

интегралов.    
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Определение. Если существуют пределы 

не зависящие ни от способа, разбиения кривой 7, ни от вы- 
бора точек {(»}, то говорят, что }(2) интегрируема на 7, а 
значения этих пределов называют соответственно интегра- 
лом функции }(2) по кривой 77 и интегралом первого рода, 
1 (=) по у. Обозначения: 

[ г) 42 и [ Кг) = [ а. 

Теорема 12.1. Пусть }(2) - непрерывная на гладкой кри- 

вой у функция. Тогда существуют, оба интеграла из (4), 

причём выполнены равенства 

[ коа= | иаг- оу +1 [ оде+иду, (5) 
Я 7 : 

] га» = ] ау а, (6) 

[ пэмы= [ шавче [ эё», (7) 

[ лэны= | авео. (8) 

> Пусть 2 =х+и, Дль = Ахь+ Ду, 1(2) = и+и. 

Обозначим для краткости ]((,) = ик + к, тогда 

(РТ) =У` (ш + 2) (Дак +1») = 
К=1 

в п 

= (ик Дхь — чк Ду) +1 У (к Дхь + чДу,) . 

&=1 К 
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Условие Л = шах в, 0 равносильно двум условиям одно- 
временно: шах Ать > 0 и шах Ду; 0, поэтому при их 
выполнении суммы в предыдущем равенстве имеют пределы 

| чак — ову и [ эа=+иау 
я я 

соответственно (результал следует из теории вещественных 
криволинейных интегралов [6]). Тогда 

| Кеуч = т 5(лт) = | заг-овучь [ овечиць. 
5 Ао у У 

Используя параметризацию (1) кривой ‘у и свойства кри- 
волинейного интеграла, продолжим преобразование получен- 
ного равенства (5): 

в в 

] (ит’(®) —чу() а: ] (от +чу(®)&= 

Г в ” В - ] (и+и) («+= ] 1(2(8)) © в 
_ в приведенных выкладках под и и у понимаются и(2(#), у(#)) 
и %(5(1),9(1))). 

В силу равенства 

142] = 48 = У (2(8))2 + (ив) а = (Ва, 
аналогичным образом получаем (8). 

Наконец, отметим очевидное равенство (7): 

[лома ] шелдаьчыя | ель ч 

12.2. Свойства интегралов 

Теорема 12.2. Имеют место следующие свойства ‘ин- 
тегралов (4):



130 

9]. Пе =- [| лая 
6) интеграл первого рода не зависит от направления дви- 

жения по 7); интегрирование в формуле (8) всегда идет от 

меньшего значения параметра $ к большему; 
в) пусть 7 и 72 - части, составляющие кривую 7) без 

наложения, тогда 

[лэе= ] }(=) а2+ ь 1 (=) а2, 

причём интегралы в правой и левой частях равенства суще- 

ствуют одновременно; 
г) пусть } и д - интегрируемые на ^у функции, а, Е С 

— произвольные числа, тогда ` 

[ (@ (г) +59(2)) @=а [ га» +ь [ 9() а 
9) пусть { интегрируема на 7, тогда функция || так- 

же интегрируема на), причём 

[ Нега < 4 га. (9) 

> Проведём доказательство в предположении, что рас- 
сматриваемые функции непрерывны на 77. В силу равенств 
(5) и (7) справедливость пунктов а)-г) следует из свойств ве- 
шественных интегралов первого и второго рода. 

Для доказательства, 9) заметим, что если }(2) непрерывна 
на 77, тои | (2)| также непрерывна, следовательно, интегри- 

руема на 7. Неравенство (9) получается в результате пре- 
дельного перехода в соответствующем неравенстве для инте- 
гральных сумм: 

У) Аль 
Е=1 

    
    

<У ИО) ИА а я 
К=1 
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Следствие. Если зир |{(2)| = М, а Г. - длина кривой 

7, то > 

поч 
7 

> Согласно формуле (9) имеем 

| [ ов 

Замечания. 1) Из свойства, в) аддитивности интеграла, 
следует, что утверждение теоремы 12.1 остаётся справедли- 
вым для кусочно гладкой кривой ‘у и кусочно непрерывной 
на этой кривой функции. При этих условиях сохраняются и 
свойства интегралов (см. теорему 12.2). 

2) Теорема о среднем, справедливая для вещественного 
интеграла, не переносится на комплексный случай. 

< М-Б. 

      

< [мен < м: [ в=м-в а 

> В самом деле, пусть 7 — отрезок [0; 2] вещественной 
прямой, тогда 

. 2п . 2пт 2" 

Де = | “а | свеч | зшЕ@=0. 
о о о У 

2 

В то же время <. | ф=е“.2т 0, так как е? = 0 

при всех значениях # . < 

12.3. Примеры 

1. Вычислить интеграл ] 1 (=) 42, если 
7 

а) (2) = ша, 7- часть параболы с вертикальной 
осью, соединяющей точки # =0из=1+ 2; 

ь 2 
) 1(2) = 5, 7 отрицательно ориентированная грани-
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ца, верхнего единичного полукруга; 

©) (2) = (2-а)", п Е 2, =: | -а =тг- 

положительно ориентированная окружность; 
4 1(2)= (9) +1, где берётся та однозначная ветвь 

  

  

многозначной функции, для которой И = Я 77 — полу- 

окружность {|2| =4, Вех> 0}, от точки 2 = —44 до точки 
2 = 43. 

У з 

21 @ > 
% 

х 

0 Хх 1 ов 1 

Рис. 48 Рис. 49 

‚ > а) Выписав уравнение параболы у = ат?, проходящей 

через точки (0;0) и (1;2) (рис. 48), получим параметризацию 
кривой 7: =, у=2Р, те. з=ЁНЯЙ, где в Е [0;1. 

1 
шьз@ = ] уа2 = 

ы 0 

2 
= ы 8. 

Согласно (5) имеем 

‘ 2 3 а" = аш =-в+ : 
о 3 0 

5) В силу аддитивности интеграла (свойство в) теоремы 

12.2) задача сводится к вычислению суммы интегралов по от- 

резку действительной прямой 77! и полуокружности 72. Дви- 

жение но // происходит по часовой стрелке (см. рис. 49). 
На: 2=5,2е[-1;1|, #=х, поэтому 

в=| лав = [| = 2. 
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Кривая 72 задается в виде 2 = ей, где Е Е 9; л]|. По- 
скольку #=е\", имеем ](2) =е`, 42 =зейде: тогда, 7 

о о 
ь- | Ка | ей || 8 (со — 318 &= 

. . 0 

= (зщ — сз | =—-2. 

Ответом является сумма Г + в =-2-2=-4. 

с) Окружность 7, имеет параметризацию 2 = а+ тей 
где ЕЕ [0;2л]. Стало быть, 42 =&тей 4 и, значит р ) 

2п 

(2 — а)" аз = ] РТ ее 1 = 
% 0 
2 

№ [ ат” (соз(т + 1)Е- & за (п + Пр) &= 

  
и. 2" я (зт(п + 1)# — & соз(п + 18 | =0, если п#-1 ь . 

Для п = —1 получаем 

    
[ а - [" те" . 2пт 

бег | те =$ Е ф = 274. 

Заметим, что результат не зависит ни от положения цен- 
тра, ни от радиуса окружности. 

а) Найдем указанную однозначную ветвь корня четвер- 
той степени. В равенстве \/2 = \/ |2 е 4 (гв 2 + 2^{) на, 
до взять К = 1, чтобы обеспечить условие УТ =. Если 
2Е 7, то д=4е*, += я 7, её", аго 2 Е 55| СЛедовательно, 

(г) = (Ме) ава,
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Поэтому 

п/2 ЗЕ . 

[ лда= ] 4 (2 +1) ей &= 
Я —т/2 Е 

п/2 + п/2 

= 82 соз а + ям Е 4-4 ] (сов Е с зш В & 
—п/2 4 4 —п/2 

п/2 п/2 4 

= 16/2 ] с08 Пана ] с05 $ = а У2 эт 8 < ь 4 ь 7 8 

2. Вычислить интеграл ] 1(=) 42|, где 7 - часть 
я 

параболы у==? (-1<:<1), {(2) =1а #.эт(Ве 2). 

> Кривая ‘у имеет параметризацию 2 = {+ 2, те 

[-1; |. Поэтому 

[42| = [26| = 1+ 28| 4 = У1+4АР&, 

следовательно, 

1 
[о =-вш (ве МЫ = | Р.зшЕ. 1+4 4 =0 

О —1 

в силу нечётности подынтегральной функции ч 

12.4. Вопросы и задачи 

1. Сформулируйте и докажите свойства в) 0) из теоре- 

мы 12.2 для интеграла, первого рода 1(2) |а=|. 
= 

2. Пусть у - кусочно гладкая кривая с началом в точке 

; =а исконцом в 2 = 6. Найдите, чему равны значения 

интегралов 42 и [42| . 
7 9 
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3. Вычислите { 1 (2) 42, если 
7 

а) }(2) == Вел, я- отрезок прямой от точки 2 =0 
до точки #=2-+$; 

) (=) = 2 Ве2, Я - часть параболы т = 2%? от 
точки 2 =0 до точки 2=2 +4; 

с) 1(г) = (2 -а)" пЕй у= и. ^ ыы 0 Я = {в -а| =г, —л < 

а) Г(2) - однозначная ветвь Гл 2, для которой [п = 5. 

я = {12| =2, > 0}; 2 

е) (2) =2; у: 2+1 = 0} ; 7: 13 {уз =а3, а> 0 (кривая ори- 
ентирована против часовой стрелки). 

4. Вычислите ] 1 (=) 42|, если 
т 

= 
а) (=) = = 7 - граница верхнего единичного полу- 
круга; 
5) Г(=) - та однозначная ветвь функции \/2, для кото- 

- 1 . рой У = 7 (1+7); -гграница сектора 

5. Пусть /(2) — непрерывная функция на кривой у: {|2| = 
Е, п2>0} и |1(2)| < М при Е у. Докажите, что 

[ (г) ей а 

Верно ли это неравенство, если у = {12| = В, ша < 0}? 

< тМЕВ. 

    

6. Докажите, что в условиях предыдущей задачи справед- 
лива оценка



  

  

  

<пмМ. 
    

] 1(=) ей? 42 
я 

п 
Указание. Примените неравенство зшф > 7 = [с >| : 

$13. Интегральная теорема Коши 

13.1. Случай односвязной области 

Теорема 13.1 (Коши). Пусть О - односвязная область, 

1(2) - однозначная функция, } е А(Р). Тогда для любого 

замкнутого контура’ 7у © Р справедливо равенство 

$ г аг=0. (1) 

> Как было установлено в п. 12.1, 

$ Даа $ (оба $ (о@+иа). (2) 
я я я 

Аналитичность {(2) в Р означает, что }’(2) е С(Р), значит, 

функции и(х, у) и\(т, у) непрерывны вместе с частными про- 

изводными первого порядка в этой области. Пусть С = И\ 7. 

Применяя к вещественным криволинейным интегралам в (2) 

формулу Грина и учитывая условия Коши-Римана, получаем 

ди ди — — = ПИН =0, л= ри = [[( 9 5.) атау 

ди д 
= фочиши = | | (==, атау =0. 

Поэтому $ (=) аз = Л+Л =0 ч 
я 

  

7 Напомним, что, если не оговорено противное, мы рассматриваем только простые 

(те. без самопересечений) кусочно-гладкие кривые 
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Замечание. Выше, в п. 6.1, при определении аналити- 
ческой в области Р функции упоминалось, что требование 
непрерывности в Р производной излишне. Это ограничение 
требуется для применения формулы Грина (см. [6]) в доказа- 

тельстве теоремы 13.1. Доказательство, использующее лишь 
существование производной, можно найти, например, в [3]. 

Следствие 1. Пусть О - ограниченная односвязная об- 
ласть с границей ОР, }(2) Е А(Р). Тогда 

$ г =0. (3) 
9р 

Следствие 2. Пусть ) - односвязная область, }(2) Е 
2 

А(Р). Тогда для любых точек гл, 22 Е ) интеграл 1 (=) аг 
21 

не зависит от пути интегрирования (находящегося в О). 

> Пусть у - некоторая кривая с заданным на ней на- 
правлением, тогда, обозначим через 7/-' ту же кривую с про- 
тивоположной ориентацией. Для двух произвольных кусоч- 
но гладких кривых ^)1, 2 С О, соединяющих точки 21, 22, 
в силу теоремы 13.1 имеем (рис. 50): 

  

Рис. 50 Рис. 51 

] Педае+ |[„Коаг= $ до (здесь у = 91095") 
т 72 7 

т.е. еда | (га =0 + ] =) аз= | (2 аг ч  
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13.2. Случай составного контура и обобщение тео- 

ремы Коши 

Теорема 13.2 (теорема Коши для составного ков- 

тура). Пусть О - ограниченная п-связная область с полной 

границей О), которая состоит из внешней границы — кон- 
тура Г и замкнутых контуров ^1,...,)и—1, составляющих 

внутренние границы. Если }(2) е А(О), то 

] дн ВНЗ Иво, 

причем интегрирование происходит в положительном, на- 
правлении (т.е. область при движении по границе остается 
слева, см. рис. 51). 

{> Достаточно доказать теорему для двусвязной области, 
далее очевидно рассуждение по индукции. 

Совершив "разрезы" по гладким кривым АВ и КГ, со- 

единяющим точки на, внешней Г и внутренней ^у частях гра- 
ницы О (рис. 52), получим односвязные области Л: и До. 

При этом Г разбивается на, части Г! и Го, а кривая у) - на ”/1 
и 2. Применяя теорему 13.1 (направление интегрирования 

указано стрелками на рисунке), имеем равенства 

] м9 | (г) а2+ ] гаг+ /] (г) а -| ЗЫ еы, 

] лавы | (2) аа ] лов | аа = $ даа, 
902 

сложение которых завершает доказательство: 

$ аа $ (г) аг = $ Ка ае+ } 24 - й о От 
Эр1 92 Г 
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Следствие. В условиях теоремы 13.2 

ое - >, $ пов, 

где интегрирование всюду идет в одном направлении (на- 
пример, против часовой стрелки). 

1 

7. 

  

Рис. 52 Рис. 58 

Теорема 13.3 (обобщение теоремы Коши). Пусть р 
— ограниченная область с полной границей 90, которая со- 
стоит ‘из замкнутых контуров и, возможно, разрезов. Если 
(г) Е А(Р) п С(Рудр), то ] акс, пивай 
интегрирование совершается в положительном направле- 
нии (без доказательства). 

Обобщение состоит, во-первых, в ослаблении требований 
к {(2) и, во-вторых, в добавлении разрезов в качестве эле- 
ментов границы (проходимые дважды, они содержат точки 
самоналожения, т.е. не являются простыми кривыми, см. рис. 
13, 53). В связи с возможностью использования разрезов воз- 
никает необходимость уточнения условия ](2) е С(ро др) 
как непрерывности в областии вплоть до границы. 

А именно, считая, что разрез ^у имеет два, "берега" + и 
7, рассмотрим точку 20 Е 7, не совпадающую с концами раз- 
реза (рис. 53). Тогда, существует такая окрестность И (20), что 
множество ((2) \^/ С О делится разрезом 7 на две подобла-
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сти: 01(20) и 07 (20). Обозначим точку 20, рассматриваемую 

на границе И*(2), через 2+, а на границе И” (20) — через 25. 
Будем говорить, что функция {(2) непрерывна в точке 21 
(го ), если значение (27) (1(25)) совпадает с пределом }(=) 
в точке 20 по множеству И\(2) (И” (2). 

Доказательства, обобщений теоремы Коши см. в |3], [4]. 

13.3. Примеры 

1. Вычислить интеграл Г= $ (2 —а)" 42, ПЕЙ, 

где 7) - произвольный замкнутый ен, не проходящий 

через точку 2 = а. 

> а) Пусть точка а Е етё у. Тогда функция ](2) = (2 —а)" 
Е .А(1тё 7), поэтому по теореме 13.1 получаем Г = 0. 

6) Пусть а Е ифу. Тогда существует окружность доста- 

точно малого радиуса 7, : |2 —а| = г, которая целиком 

содержится внутри 77 (рис. 54). Используя следствие из тео- 

ремы 13.2 и результат примера с) п. 12.3, получаем 

ыы п —_ п —_ 0, п -1, г-фе-9 в-фе-о =: о < 

  

= 
2. Вычислить интеграл [= -, гдеу-эллипс 

я 22 +1 
2 

2? + В ‚ проходимый по часовой стрелке. 
& . 

1 . 
> Заметим, что 2= —5 Е и. Поэтому, учитывая 

направление обхода, в соответствии с результатом примера 
а 1 

1) п. 6) имеем Т== ен би < 
27); ЖЕ 2 

  

8 По умолчанию рассматривается положительная ориентация контура. 
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т2 3. Вычислить интеграл [= ] 2е“" *42, где’у-про- 
я извольная кривая, соединяющая точки 2 = физ =ф, 

ый > Так как /(2) = ле *е А(С), то [ не зависит от 
выбора пути интегрирования, так что в качестве последнего 
можно взять отрезок мнимой оси, соединяющий точки = = — 
и2=т. Итак, 2 =Й, Е [-1;1, поэтому 

1 1 

Т= ] 4 ет” р -|[ ео 
1 =] 

в силу нечетности подынтегральной функции < 

13.4. Вопросы и задачи 

1. Вычислите интеграл Г= $ }(2) 42, если 
1 Я 

а =, плеч: + =4; 2+5’ 

(= где у: || + у =4; 
1 

(242 + 5)3 ? 
1 

с) 1(=)= етБ’ Ге: |+ у =1. 

2. Вычислите ет сов 242, где 9 = {|2| =2, ша> 0}, 
интегрирование идет от # =-2 доз=2. 

3. Пусть Б = {2:1< || < 2}, функция /(2) е А(О), 
причем 1 (2) а: = 4. Найдите значение инте- 

=2 = 

грала (2) аг. 
||=1 

4. Пусть Р — односвязная область, функция /(2) е А(р), 
7 СР - замкнутый контур. Чему равно значение инте- 
грала, $ 7) а ? 

Я
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5. Пусть }(2) аналитична в односвязной области О с С 

за исключением точки 20, в которой существует предел 
Ша (2-20) 1(2) = Докажите, что для любого зам- 
2—20 

кнутого контура 7 СД, 27, справедливо равенство 

[ (гаг=0 

814. Интегральная формула Коши и ее следствия 

14.1. Интегральная формула Коши 

Теорема 14.1. Пусть }(2) - функция однозначная и 

аналитическая в области О, у - произвольный замкнутый 

контур, вместе с внутренностью принадлежащий О, дз Е 

1тфу. Тогда 

Я в. (1) 
21 /) 2-0 

(зо) = 

Равенство (1) называется интегральной формулой Коши. 

> Так как 2о - внутренняя точка, области п/у (рис. 55), 
существует НОЕ р: |#—20| = р, находящаяся внутри 

Е .А(С), где @ = ил \ {|2 — | < р}, 
то, согласно мы из теоремы 13.2, 

А ,- $ 1 а. (2) 
2 — > Ра - 

7. Поскольку „_ 

7 Яр 

Используя равенство, полученное в примере с) п. 12.3: 

  2 : 
$ = 271, преобразуем разность 

Ур м 

$ а 42 — 211 (20) = $ а а2-— $ и а 

  

143 

42 = рей 4 $ = 
2-м 0<#<2” , <: < 

-/ (1 (о + ре) — (а) +4. 
0 

-{ 9-9. _ ре 

  

у 

Рис. 54 Рис. 55 | 

Поэтому 

а). 42 — 214 }(2о) 

    

= | ббо+ре®) — аз < 
р 0 

2т 

И (20 + ре") — 1 (оо) @ < в [У (о + ре") —Л(э)|, ) р 

где правая часть стремится к нулю, когда р—+0 (при этом 
условии 2 —+ 20 и, следовательно, }(2) — }(20) в силу непре- 
рывности функции {(2) в точке 20). Итак, существует 

@). ) 42 = 214 } (20). 
Пр = 

Ши 
р—0 

Но из (2) следует, что интеграл в левой части предыдущего 
равенства, не зависит от р, поэтому 

1%) 4, = + Ца), 
р & — 20 

откуда и вытекает (1) <
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Замечания. 1) Область О в условии теоремы 14.1 мо- 

жет быть неодносвязной. 

2) Интеграл в формуле (1) называется интегралом Коши. 

Другой вариант интегральной формулы Коши даёт 
Теорема 14.2. Пусть Р - ограниченная п-связная об- 

ласть с границей д) = ГО Ч... ть функция }(2) Е 

А(О). Тогда в любой точке 0 Е Р 

р (2) = — ——— аз, 3 (ло) = 5: о е- (3) 

где интеграл берётся по положительно ориентированной 

полной границе ЭР. 

> Поясним результат в случае двусвязной области с гра- 
ницей др =Голу (рис. 56). Как и в предыдущем доказа- 

тельстве, выберем такую окружность 7, : |2 — 20| = р, чтобы 

ий, С РО. Тогда по теореме 13.2 

8+ А+ $ 1) ино, 
зы = си 17-2 г - 20 г 20 ь 2 о 

где кривая ^/ с направлением по часовой стрелке обозначена, 
у". Отсюда, 

1. № а_[ а 
2 — 20 г2- 20 т #— 20 эр -^0 

Пр 7! 

Далее доказательство повторяет предыдущее ч 

Следствие. В более общем виде формула Коши выгля- 

дит так: 

1 (2) а — { 1 (20), если 2 Е тёУ 
21 2-4 0, ели дЕРпПежу 

(в условиях теоремы 14.1). 
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14.2. Формула среднего значения. Локальный прин- 
цип максимума модуля 

Следствиями интегральной формулы Коши являются так- 
же теоремы 14.3, 14.4. 

Теорема 14.3 (формула среднего значения). Пусть 
7к : [2 — 20| = В - окружность, которая вместе с внут- 
ренностью расположена в области аналитичности функ- 
ции 1(2). Тогда 

Па = 22 [го ве) ар, (4) 

= Лоо) = тв $ да. 6) 
> Формула (4) следует из (1) после замены 2 = 2-+ Ве 

(см. аналогичные выкладки в доказательстве теоремы 14.1). 

Для получения (5) заметим, что 48 = Ва ч 

Теорема 14.4 (принцип максимума модуля). Модуль 

[1 (=) | аналитической в области Р функции } не может д0- 
стиигать строгого локального максимума в О. 

> Предположим противное: найдется точка, 20 Е Р та- 

кая, что в некоторой ее проколотой окрестности 0 (2) имеет 
место неравенство  |](20)| > |1(2)|. Тогда при достаточ- 
но малом р > 0 окружность 5, = {|1 — м] = р} © О(м). 
Поскольку 7» - компакт, вещественнозначная непрерывная 
функция |{(2)| принимает на 7, максимальное значение, сле- 

довательно, таах |1 (2)| < |1 (20)|. Поэтому в силу (5) 

Ива = 55 $ 26] < тр $ Иев< 

<> шах|/(2) кр 48 = шах|/(2)| < [1 (| 
Пр 

— противоречие я
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14.3. Примеры 

Интегральная формула Коши (1) может быть использова- 

на, для вычисления интегралов. 

42 
1. Вычислить интеграл 1=$ф ———_ при раз- 

2—1 „#(= ) 
личных положениях контура 77 (у не проходит через точки 

#=0, 1, —1). 

   
Рис. 56 Рис. 57 

> а) Пусть д =О0ЕймУ, а точки 2 = 1, -ТЕ ежу 
1 

(рис. 57). Тогда, выбирая (2) = =’ 1 формуле (1) 
— 1? 

имеем 
[= $ 2, = 211 (0) = —27$. 

# 

6) Пусть 2 =1Е МУ, а точки 2 =0, —1 е еду (рис. 

58). Тогда при {(2) = по формуле (1) получаем 

  

#(2+1) 

Ь = $ К) 42 = 214 { (1) = л®. 
„ &—1 

в) Если же 2 = -ТЕ ИЩУ, а точки 2 = 0, 1 находятся 
1 

вне 7), то имеем (2) = — <, следовательно, 
2(2—1) 

  [3 -{ ДВ 42 = 214 }(—1) = 14. 
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(2) 

-1 0 

    

Рис. 58 ° Рис. 59 

г) Рассмотрим ситуацию, когда 2 = 0, 1 Е ИМу, а точка 

& = —1Е ету (рис. 59). Для вычисления интеграла, исполь- 

зуем теорему Коши для составного контура и результаты п.п. 

а), 6) настоящей задачи. Пусть 51 и 72 - замкнутые кривые, 
внутри которых находятся точки 2 = 0 и 1 = 1 соответ- 

ственно, причем обе кривые принадлежат ий‘. Тогда, 

1-$ 42 -$ 42 +$ 42 абы. 25 

Ла - ай -’ р, (Р- м т 

Аналогично можно рассмотреть оставшиеся случаи ч 

  

  

2. Вычислить интеграл Т = $ и ь 
у 22 + п2 

т 
где 9: + =1. та 

> Переписав интеграл ввиде [= $ 22 _ 42, приме- 
7+: 

2 

ним формулу (1) при % = -5, /(2) = 122 где 
=, 1=0 р 7 ) 

1(2) е А@у). Тогда 

т 2 211 
Еф ^^  а2= Е 
ая Е = т ' |
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1 

14.4. Вопросы и задачи 

е? 

. Вычислите ] ————_ 42, гдеу- - у эро“ де 7 - замкнутый кон: 

тур, проходимый по часовой стрелке, если 

а) 2 =0Е му, 2 = -2Е е219; 5) д=-% Е 
ИИ, = О Ее; с) з=0еЕежу, 2 = -2Е ету; 
4) 2=0ЕЙМУ, = -24Е ИУ. 

. Вычислите ] а 
а 

тур, проходимый против часовой стрелки, если 

где  — замкнутый кон- 

а) = -Те ий, 2 =2Е её; 5) 2=2Ееийу, 

д = ТЕ её; с) 2 = ТЕ е4у, д =2Е елфу; 
4) == -1ТЕ й\1, д=2 Е имУ. 

] 242 
. Вычислите ЕТУ И ИК 

я (22 +1) (22 + т) 
мый против часовой стрелки замкнутый контур: 

а) у: |2|=1; Бу: #=3. 

где 5 — проходи- 

. Пусть у = {2: 2+1 а 5}, функция /[(2) - линейная. 

(2) 
Известно, ———^—__ @а2=2 — 9%, тно, что = тб 42 =2т, причем {(2) = 2 

Найдите }(2). 

42 
. Вычислив интеграл к 

ыы (2 — а) (# — а-1) 
О<а<1, 

докажите равенство 

Г аф _ 2 

о 1—2а созф+а? 1-а?` 

. Докажите, что аналитическая и ограниченная в С функ- 
ция ](2) является постоянной (теорема Лиувилля). 
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9 
вв (2— а) (2—6) 

где |а|, 6] < В, а, и воспользуйтесь оценкой этого 

интеграла при В -» +00. 

7. Пусть {(2) е А(Кь), где Кн = {|2 — | < Я}. Дока- 
жите, что тогда из условия тах |/(2)| = |/(20)| следует 

Ка 
1 (2) = соп8ё в Кв. 

Указание. Вычислите интеграл 

815. Существование производных всех порядков 

у аналитической функции 

15.1. Интеграл типа Коши 

Определение. Пусть 77 — кусочно-гладкая кривая, } — 

однозначная функция, непрерывная на 77. Интеграл 

9-я [ 654, +97 @) 
называется интегралом типа Коши. 

Теорема 15.1. Пусть Ё Е С(7). Тогда 9 Е А(С\ 7), 
причём для любого п Е М существует 

9® (=) 
= т и (<- о @) 

> Пусть Ё - длина кривой 7), число М > 0 такое, что 

[1(©)| < М приСЕТ (почему М существует?) Зафиксируем 

произвольно выбранную точку 2 # 77 и докажем, что Уп Е 
М существует производная 9) (2), вычисляемая по формуле 
(2): Доказательство проведём по индукции. 

Заметим, что найдется окрестность 0(2) точки 2, не име- 
ющая общих точек с 7. Пусть 4 = р(И(2),7), тогда а > 0. 
Возьмем настолько малое приращение В, что +В ЕО(2) и 
рассмотрим 
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9(#+1) —9(2) = а = 

Ков 
ая ЕС ®) (С - =) 4%. 

  

  

9(#+1) — 9(2) _ 1 КО а. Тогда, ан 

1 КО 1 [© к 
— жё /, (С-&-№(-2) % ы | - 2)? ыы 

О 
ан | #) (С с. 

Учитывая неравенства | —2| > а, |С-2-Н|>а, оценим 

92+) —9(®) 1 (<) 
р 218 /, (С =)? 

ДИ 
мн МЕН 

<——- = 

— ж@ ], я 2п а3 

  

  
«|= 

  т 

  —>0 прий-—0. 

  

, 1 (©) Следовательно, существует 9’(2) = ри ] С 2 ас. 

Итак, в каждой точке д ® ‘у области О интеграл тина, 

Коши (1) имеет производную. Ниже будет показано, что су- 
ществует и 9"(2), значит, 9'(2) непрерывна, поэтому 9(2) Е 

Ио 1! Г _/© (и ПР Далее, пусть 9 (=) = о ] С- = ас. 

Покажем, что справедливо равенство (2). Рассмотрим раз- 

  

  

  

(ев) - 952) _ ность И лы 

  

_ @-1 Г(С- 2)" <- #1)" 
Г = в" © 

Преобразуем при № — 0 выражение 

о) 
  

В+ О(12 = О инс - 1+0), © 
|< _ 
С-=| а 

Поэтому, дважды используя равенство о получаем 

9 (2+1) - 9" %(#) КО 
р ыы: [сан 

т! (1+0(в)) ‚ом ® 
29 Л <-=-в".<-9 а 
м Г (< 2)" <-#-8)") + < 20 у _ 

ст 794 
_ вм | __ #@+00)) 
эле <-=—1)". <= 

Таким образом, 

ЕР 97 (2) _ 9 в - ва ео - — 2)" 

  

  

принимая во внимание, что 

  

КО. 

  

=" в (+060). 
ей С (104 < 
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пт! (1+0(1)) в 
< —— ее. 
= 2 ы —2-1). (С- =)? [1 (<)|48 < 

имя ми [ 48 аа 

6-22”. |< - 28 247+? ’ 

где [1+ 0(1}| < М, в некоторой окрестности точки 2. 

Из последней оценки следует существование 9®(2) = 

902+) - 90-5 (2) т (<) О О ( , в—0 В 2714 С) «4 ч 

15.2. Бесконечная дифференцируемость аналити- 
ческой функции 

Следствием предыдущей теоремы является замечатель- 
ный результат: 

Теорема 15.2. Функция ](2), аналитическая в обла- 
сти О, имеет в этой области производную любого порядка, 
причём 

(2) = п! Она (4) 
21 > (саде 

где ^у - произвольный замкнутый контур, вместе с внут- 
ренностью лежащий в ), деЕЙ\ЩУ. 

> Зафиксируем произвольно выбранную точку Е Ди 
возьмем контур 7), удовлетворяющий требованию теоремы. 
В силу интегральной формулы Коши 

пФ 

Интеграл Коши, стоящий справа, является частным случаем 

интеграла типа Коши, поэтому к нему применима, теорема, 
15.1. Поскольку = — произвольная точка области О, теорема 
доказана < 
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Следствие (неравенство Коши для производных). 
Пусть Кв = {6 : 6-1 < В}, яв = {6 : С-1=8}, 

1(2) е А(Кв), Мь= ах [1(=)|. Тогда 

    

  

Пе < Ма т. 65) 
> Из формулы (4) получаем 

Е Г(©) и 10 
16° (2)| = о я <-2"=% 55. й ат 4: < 

т! М, т Мв 

> ЕН $ 48 = В" я 

15.3. Теорема Лиувилля и ее следствие 

Определение. Функция ](2) Е А(С) называется целой. 

Теорема 15.3 (Лиувилль). Всякая целая функция, 

ограниченная в С, является константой. 

> Пусть 1(2) е А(С), и существует такое число М > 0, 
что |{(2)| < М У2Е С. Рассмотрим произвольную окруж- 

ность в: |С-2| = В. тогда ии формуле (5) 

/ КО 
Поскольку В может быть сколь угодно большим, а }’(2) не 

зависит от В, из этой оценки следует |]’(2)| = 0 \У2 Е С, 
те. (2) =, +10, =0. Отсюда и, =0, 1, =0, а вслед- 
ствие условий Коши-Риманаи и, =0, %, =0 всюду. Таким 

образом, }(2) = сопзё ч 

Следствие (основная теорема высшей алгебры). 

Пусть Р„(2) = в 2° + аа 2" +... +, @0 7 0, в Е С, 
— многочлен степени п, > 1. Тогда Р‚„(2) имеет по крайней 
мере один корень (следовательно, у Р,(2) ровно п корней 
считая с кратностью). 
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> Предположим противное: Р,(2) 5 0 \У2 Е С. Тогда 

функция {(2) = в. Е .А(С), причем (2) —>0, |2| > с. 

Отсюда следует ограниченность }(2) во всей плоскости. В 
самом деле, для произвольно взятого положительного числа 
М, можно указать такое В, что |{(2)| < М, при |2| > В. С 
другой стороны, непрерывная действительнозначная функ- 
ция |/(2)| ограничивается сверху некоторым числом М2 на 
компакте {|2| < В}. Значит, |{(2)| < М = шах { Ми, М2} в 
С. Поэтому по теореме Лиувилля {(2) = сопзз%, что проти- 

воречит определению {(2) ч 

15.4. Примеры 
е? 

1. Вычислить интеграл [=ф 42, 
т $ (22+ 1)? 

если ЕЁ, —ТЕ ету. 
у. 

> Пусть = /[(2)= ‚ тогда по формуле (4) 

  

  

Т= $ се 42 = 214 (ло) = 

= 211” т = сы Я (1—2) а 

2. Найти  [(2) Е А(С), удовлетворяющую условию 
[12| <е \ЕС. 

> Из условия задачи следует |](2)|<1 \У2Е С. Тогда 
по теореме Лиувилля {(2) = с0п3{. Так как при |2| — со 

имеем }(2) 0, то {(2) =0 ч 

15.5. Вопросы и задачи 

1. Вычислите данный интеграл по замкнутому контуру (на- 

правление - против часовой стрелки): 
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с0$ 2 88 2 

а2; ь ——___-02; а) [. 55 2, ) /- 5 (2 + 4)? 

9 р (2 — ое" 

. Вычислите Е. (2 т [4 где 7 — эллипс 

412 + т =2у, проходимый против часовой стрелки. 

‚ Известно, что для некоторой непрерывной функции / (С) 

и некоторой гладкой кривой ^/ имеет место равенство 

ЛО а 
ис 

=2зша, 291. 

Найдите, чему равен интеграл [с 1 с ас: 

. Найдите аналитическую функцию } _ из следующих 

условий: ](п)=1; [сб ве, М <5. 

. Докажите, что если целая функции {(2) при всех 2 

отвечает условию |{(2)|>1, то } = соп8. 

. Найдите все целые функции {(2), для которых выпол- 

+1 
нено неравенство |{(2)| < р при 2 ЕС\ {1}. 

. Найдите все целые функции ](х2), отвечающие условию 

(2) =0(|2|7") при 2 — 00. 

. Докажите, что если при всех 2 Е С для целой функции 

1(=) имеет место оценка |{(2)| < М ||", где а>0, а 

М > 0- некоторая постоянная, то }(2)- полином степе- 

ни не выше К = [о], где [@]- целая часть а (обобщение 

теоремы Лиувилля).
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$16. Первообразная и неопределённый интеграл. 

Теорема Морера 

16.1. Основное утверждение 

Пусть / (2) - непрерывная в некоторой области Р функция 
и пусть для всякого замкнутого контура у © О выполнено 
равенство 

$ аа =0. (1) 
7 

Тогда из таких же рассуждений, как в следствии 2 п. 13.1, 

следует, что интеграл функции {(2) не зависит от выбора 

кривой интегрирования, соединяющей в О) некоторые точки 

20 и 2. Таким образом, при фиксированном значении 2о 

в@)= | “ож. (2) 

— однозначная функция 2. 

Теорема 16.1 Пусть Ге С(р) и для всякого замкну- 
того контура 77 © Р выполнено условие (1). Тогда при лю- 

бых 2, 2Е Л функция Е(2), определяемая равенством (2), 

является аналитической в области ), причем Е'(2) = ] (2). 

> Фиксируем какую-то точку % ЕД и выбранную про- 

извольно 2 Е О. Поскольку 2 — внутренняя точка области О, 

существует окрестность И(2), целиком лежащая в О. Возь- 

мем точку 2+ А ЕО(2) и рассмотрим разность 

м] лож ло) а. 

где второй интеграл - это интеграл по какой-то кривой, со- 

единяющей в Ш точки 20 и 2, а первый интеграл берется по 
той же кривой и далее по отрезку [2; 2+1. 
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2+® 

Заметив, что ] ас =(2+1)-2==1, продолжим пре- 

2 

#-+В 

] Ко«- кг = 1 
образования: Е 

2+ 2+А = 

= (Глож- | лэж) = | о- аа 

2 

Поэтому, используя неравенство (9) п. 12.2, получаем 

едой 
2+ 

1 и ль у ] (®-л9ж < 

2+В 2+® 

и ] © Кама < > ИО - ла [а . Шах 

[М] Сен 
= 

1 
=. 1]. — {(2)| = шах — /(2)| 0 №. ава, © А) = дез ИО — Ле 

при № — 0, поскольку {(2) непрерывна в точке 2. Это озна- 

чает, что в произвольной точке 2 Е Р существует 

Е(2 +1) —Е(2) _ 

Таким образом, Е'(2) Е С(Р), значит, функция Е(2) анали- 

тическаяв О) ч 

Е'(2) = Ша 
— 

Следствие (теорема Морера). Пусть {(2) - непре- 

рывная в области Р функция и пусть для всякого замкну- 

того контура у С О вытолнено равенство (2) аг=0. 
7 

Тогда (2) Е А(Р).
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> Пусть Р(2)= ] /(©) ас, где интегрирование идет 

по какому-то пути в О, соединяющему точки 20, 2 Е О. По 

теореме 16.1 Е(2) Е А(Ф), причём Е(2) = 1(2). Тогда в си- 

лу теоремы 15.2 функция Е(2) имеет и вторую непрерывную 

в Р производную, т.е. функция 12 е А) ч 

Теорема Морера в определённом смысле является обрат- 

ной к интегральной теореме Коши. 

16.2. Первообразная 

Определения. Аналитическая функция Е(2) называется 

первообразной функции (=) в области О, если в этой области 

Р(2) = 2). 
Множество всех первообразных функции /(2) называется 

неопределённым, ‘интегралом этой функции 

Отметим ряд результатов относительно первообразных. 

Утверждение 1. Если Л — односвязная область, то функ- 

ция 1(2) Е АСР) имеет первообразную, определяемую равен- 

ством (2). 

{> Утверждение следует из теорем 13.1 и 16.1 = 

Утверждение 2. Е (2) и $(2) - две первообразные для 

функции }(2) в области ) тогда и только тогда, когда 

Е(2) — $(2) =С при любом 2 Е 2. 

> Пусть Е(2) - первообразная для функции {(2). Тогда 

$(2) = Е(2) -С также первообразная для функции 2). 

так как существует $'(2) = (Еа)-Сс/=Е() = (2). 

Обратно, пусть Е(2) и Ф(2) — две первообразные одной и 

той же функции ](2). Рассмотрим ш(=) = Е(=)- $(2). Тогда 

существует производная 

(2) = Е) -$(2) = Ла - Ла =0.   
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д Щ 

д д 
Если ш = и, то (2) = 0 1:57 = 0, что равносильно 

5 5 дх дх 

ии и, 
==’ 9: =0, откуда согласно условиям Коши-Римана и 

т х 
ди 9: 
Гы 0, 5 —0. Поэтому но теореме из курса вещественно- 

у у 
го анализа функции и(х, у) и (т, у) — постоянные в области 

р, так что ш=С я 

Утверждение 3. В условиях теоремы 16.1 справедлива 

формула Ньютона-Лейбница 

[ пог = 9-90, (8) 

где а, ЕР, а Ф(=2) - какая-то первообразная функции (>. 

> Поскольку ЁР()= [ {(©) 46 - первообразная для 

(=), то $(2) = Е(2) + С. Поэтому 

ь 

| до = Р®) = 8 -С. 

Но $(а)=Е(а)+С= С, откуда и получается (3) яч 

16.3. Примеры 

Выше, в п. 5.1, 5.3 было показано, что правила диффе 

ренцирования и вид производных основных элементарных 

функций переносятся на комплексный случай. Соответствен- 

но сохраняется таблица первообразных. Поэтому аналогично 

вещественному случаю можно использовать для вычисления 

интегралов и формулу Ньютона-Лейбница (см. ниже пример 

1), однако следует иметь в виду специфику, обусловленную 

неодносвязностью области (см. примеры 2, 3). 

Заметим, что необходимыми условиями существования пер- 

вообразной Ё(2) для {(2) в области О являются выполнение
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равенства (1) и аналитичность }(2) (последнее вытекает из 
требования аналитичности Р(2) и теоремы 15.2). 

1. Вычислить интегралы а) ] Е"? ах; 5) ] 27а, Е М. 

> Используя определенный интеграл, находим: 
1 

  

  

. Й 24 
та =-—-е НЫЙ " _] а) Ге й ы = (е 1) = г 

0 

1 1 
5) и = ‚ ПЕМ < 

п-т о п-1 
0 

1 
2. Вычислить интеграл с“ по линии, соединя- 

я 

ющей точки с =Т1и С = 2, не проходящей через © = 0. 

> Функция (0) =- аналитична в неодносвязной обла- 

сти Р=С\ {0}. Рассмотрим два случая. 
`а) Кривая интегрирования 7/1 не обходит вокруг начала, 

координат (рис. 60) 3. Приняв для значений агё С промежу- 

ток (—п;л|, рассмотрим плоскость С с разрезом по отри- 

цательной вещественной полуоси. В полученной односвязной 

области ] (С) имеет переообрезную шС (п. 10.2). Поэтому 

= Е: = (| = ш2-— Ш1 = 2. 

5) риса Е 7ю совершает п полных 0бо- 

ротов вокруг начала, координат (рис. 61). Этот путь можно 

представить как совокупность некоторой кривой ^1 и п за- 
мкнутых кривых, каждая из которых содержит внутри точку 

9 Для разнообразия рассмотрена кривая с самопересечениями — результат инте- 
грирования по ней такой же, как по пути, изображенному пунктиром. 
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Рис. 60 Рис. 61 

2 =0 (в частности, на рис. 61 п =2, а! состоит из пунк- 

тирной линии и части 7/2 от точки самопересечения до точки 

2). Учитывая результат примера 1 п. 13.3, получаем 

%_, [%_. [Жо 
[< =2тя+ [< Ва ш2+27п1. (4) 

72 91 

Поскольку функция Ш 2 не является аналитической в неод- 
носвязной области О = С\ {0} (она там даже не непрерыв- 

на), в Др не существует первообразной для }(2) = си фор- 

мула Ньютона-Лейбница неприменима. 

Отметим, что интеграл в (4) даёт различные значения 
функции 12 ч 

Замечание. Если 20 и 21 — соответственно начальная и 

конечная точки кривой интегрирования 7), не проходящей 

через начало координат, то 

[< =ва-вж+ ит (5) 

я
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где п — число полных оборотов вокруг начала координат при 

движении по 7), а знак п определяется направлением обхода. 

3) Выяснить, существует ли первообразная функции {(=) 
в указанной области ПО: 

а) (2) = Р=С; 2, 
1 

Ь) Г(>) = 2, р - односвязная область, 2 =0@ 2; 

1 
72? с) (г) => Рр=с\ {0}; 

а) 1(2) =з\(2?), Р={1<|<2}. 

> а) Функция {(2) =# нигде не аналитична, значит, 
она не имеет первообразной. 

1 
5) Функция (2) = 5 аналитична в односвязной обла- 

я 
сти О, поэтому она имеет первообразную в Д (см. утвержде- 

ние 1). Это, например, Е(2) = == 

° а2 
с) $ а 0, где у - любой кусочно гладкий замкну- 

я 

тый контур в О. В случае, когда 7 не обходит вокруг точки 

= = 0, этот факт следует из интегральной теоремы Коши. 

Для случая 0 Е и\/ равенство было получено в п. 13.3. 

Стало быть, в соответствии с теоремой 16.1, Е(2)=-- - 

первообразная функции ](2) в области Р =С\ {0}. 

а) Г(2) = э1(2?) Е А(С), следовательно, её интеграл по 
любому замкнутому контуру в С равен нулю. В частности, 

это справедливо и для произвольного контура, лежащего в 

неодносвязной области О, значит, первообразная существует 

(но, как известно, она не выражается в элементарных функ- 
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16.4. Вопросы и задачи 

1. Найдите первообразные в С для функций 

а) с0за2; 6) 342; ©) е’зтад; @а) 23щ(22); 
е) 2? 62. 

2. Выясните, имеет ли первообразную функция }(2) в об- 

ласти О: 

а) ()=шз, РБ=С\В>; 0=С\ {0}; 

5 =, р=с\а 
с) ДА т+Ь р = {0 < || < 1}; 

а) = р= {|| <1}; 

9 Мое ь Р=С\41 
Л д = эт, = >23 № ={0<4+ < 2}; 
9 = эт, = {Ш >2}, 6 = {0 <|2+й < 2}; 

п) = аъ, ДР: = {Шшд> 0}; 

р» = {Ве2>0}\{1}, 2 =©<в<1} 

9 дд =, р={Ш>0$ 3 Ка =2 Ве» Р=С. 
3. Докажите равенство (5). 

4. Пусть О - односвязная область, ЕР, но +8). 

4__ 
1+2 
  

#2 

Докажите, что в этой области агсёв 2 = ] 
0 

  первообразная для функции {(2) = тя.
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Глава 4 

Ряды аналитических функций. 

817. Равномерно сходящиеся функциональные ряды 

17.1. Основные понятия. Непрерывность и инте- 
грируемость суммы ряда 

Рассмотрим ряд, членами которого являются функции ком- 

плексного переменного: 
со 

8. (1) 
П=1 

Функциональный ряд (1) сходится в точке 20 Е С, если 
со 

сходится числовой ряд У` №» (20). 
п=1 

Множество ЁЕо всех таких точек называется множеством 
сходимости ряда (1). Говорят, что на Е, функциональный 

ряд сходится (поточечно}. На множестве Еу определена сум- 

ма ряда (1):  Кд=У` (2. 

Пусть ЕС Е. Ряд (1) сходится к функции {(2) равно- 
мерно на множестве Е, если 

Иа -У о (2) 
Е=1 

УЕ>0 ЗМ, Уп > МУ ЕЕ: < с. 

  

  
Будем обозначать это так: 

У Л) 3 г) или У 1е(2) 3 
К=1 Е п=1 Е 
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Утверждение 1. Пусть р + (=) 8 (2), а функция 9(2) 
Е 1 
п 

ограничена, на множестве Е. Тогда У (=) к (2) 3 9(2) (2). 
Е = 

> Пусть |9(2)| < М \У2ЕЕ. — Тогда, заменяя в фор- 
е 

мулировке определения е на — и используя равномерную 

сходимость ряда (1), получаем, что ЗМ: \п > Ми УЕ Е 
ъ 

справедливо ка (2) — У`9(=) ме = 
К=1 

ъ 

Кг) - У 12) 
К=1 

Говорят, что функциональный ряд сходится равномерно 

внутри области Ш), если он сходится равномерно на любом 
п 

компакте (с О. Обозначение: › №(2) = 1®. 
и ср 

Так же, как и в вещественном случае, формулируется и 
доказывается 

= 942). <ми=е ч 
    

Критерий Коши равномерной сходимости. Ряд (1) 

равномерно сходится на множестве Е тогда ‘и только то- 
гда, когда 

п--Р 

У л(2) 
Е=т-+1 

УЕ>0 ЗМ, > М \реЕМ У2ЕЁЕ: ЗЕ. 

  

  

Какив действительном случае, имеет место 

Признак равномерной сходимости Вейерштрасса. 

Пусть при каждом п > то \У2 Е Е справедлива оценка 

[1.(2)| < си, а ряд э с„ сходится. Тогда функциональ- 
п=по
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ный ряд (1) сходится абсолютно ‘и равномерно на множе- 
стве Е. 

По аналогии с действительным случаем формулируется и 

доказывается 

Теорема 17.1. Пусть Уп (2) Ее С(р) и У №2) 
п=1 

сходится равномерно внутри области Ш. Тогда }(2) Е С(Р). 

> Возьмём произвольную точку 2 Е Д и зафиксируем 
ее. Найдётся такой компакт С С О, что 2 - его внутренняя 

точка. Пусть 5»(С) - частичная сумма ряда (1). По условию 

5„ =}, те. УЕ > 0 существует такой номер №, что Уп > М, 
а 

УСЕС выполнено неравенство |5,(С)- /(<)| < - 

Функция 5,(С) как сумма конечного числа, непрерыв- 
ных функций непрерывна на С’, следовательно, равномер- 
но непрерывна на этом множестве. Поэтому найдётся такое 

Е 
число д, что |5,(С)- 5»(2)| < 3» Как только <-—2| <9 

(С2Е С). Таким образом, 

9-е = 9-8. ©)-((@)-5.(2))+(8» м (=) < 

[© — ЗОНА — 6+8. — 5446 < ЕЕ = 
при |С-2| <, что и означает непрерывность } в произ- 
вольно выбранной точке 2 Е О, те. Е С(р) ч 

Теорема 17.2. Пусть - кусочно гладкая кривая, при- 

надлежащая некоторой области ), и пусть Уп },(2) Е 
п 

а рт (2) 8 (=). Тогда сумма Ё(2) этого ряда 
ее ср 

‘интегрируема на ‘у, причём 

[ С: л °) в => [ ба. (2) 
п=1 “7   
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> Заметим, что все интегралы в (2) существуют, так как 

1»(2) Е С(Ь) по условию, а {(2) е С(Р) в силу теоремы 
17.1. Пусть Ё- длина ‘у. Из условия равномерной сходимости 

ряда внутри области О следует, что т > 035М№ \^ > М 

У Е 7 выполнено неравенство |](2 ›-> (=) “т . Тогда, 

[ (2) аг- 

(г =). лы) 42 < 
7 К=1 

    
С: ме) аг-)` ] (2) 4 

7 \п=1 6=1 °7 

т 

-> м (2) 42| = 

:1 
Замечание. Утверждение теоремы остаётся верным, ес- 

ли ряд (1) равномерно сходится на 7. 

   

  

  

   

  

  

К)-У Ле (=) @<°. 48=Е Ч 

17.2. Первая теорема Вейерштрасса 

Теорема 17.3. Пусть Уп [.(2) е А(О) и функиио- 
нальный ряд (1) равномерно сходится внутри О). Тогда 

1) сумма ряда }(=) Е А(Р); 
со 

2) ЕМ \Уер 1%) =>. 1% (2. 
п=1 

> 1) Зафиксируем произвольную точку 2 Е Д и рас- 

смотрим такую окрестность И(2), что 0(2) © О. Возьмём 
замкнутый контур 77 С 0(2) (см. рис. 62). Поскольку И(2) 

— компакт, то в силу теоремы 17.1 функция {(2) е С(Ц(2)). 
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А в соответствии с теоремой 17.2 

флож=> 1 рОж=0 

(все интегралы под знаком последней суммы равны нулю 
вследствие теоремы Коши 13.1, так как },(2) е А(р)). 

Таким образом, по теореме Морера получаем аналитич- 

ность /(2) в окрестности произвольной точки 2, т.е. анали- 
тичность (2) в области О. 

   
Рас. 62 Рис. 63 

2) Для произвольно выбранной точки 2 Е О и такой 

окрестности И(2), что 0(2) С РО, найдется окружность 
7р = {С :|С-2| =р}, целиком попадающая в ((2) (рис. 
63). 

При КЕ М для аналитической по доказанному в п. 1) 
функции ](2) выполнено равенство (см. теорему 15.2): 

К - а 
9 ( = я: (С сб @ = = $ (5: ›®) и 

(3) 
Ряд У 2(С©) сходится равномерно на, ((2). Так как для 

П=1 

1 
(С эн СЕ» справедливо равенство согласно 

    = ЗЕ, рА+   

169 
  

О 
утверждению 1 ряд >. <- 2 равномерно сходится 

на компакте 7. Значит, и допускает почленное интегриро- 

вание (см. теорему 17.2), так что 

р ры 1 Л ©) = С = 

Я кии 19 
Последнее равенство обеспечено теоремой 15.2, поскольку 

[. (2) е А(Р). Таким образом, в произвольной точке # ЕР 
со 

имеем равенство (см. (3)):  /®(2) = У 1®(2) ч 
п=1 

Замечание. Можно показать, что в условиях теоремы 

ряд из производных равномерно сходится внутри Р к своей 

сумме /(® (2). 

17.3. Вопросы и задачи 

© 

1. Известно, что функциональный ряд У. }[2(2) равно- 

п=1 

мерно сходится внутри области О. Верно ли, что этот 

ряд равномерно сходится на О? 

2. Пусть /»(2) Е С(Ф) Уп, где = < В} 8Е>0, 

ряд У [»(=2) равномерно сходится на любом строго 

п=1 

внутреннем компакте С © О. Можно ли утверждать, 

что сумма ряда /[(2) е С(Р)? 

3. Докажите признак Вейерштрасса равномерной сходимо- 

сти функционального ряда.
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2 

4. Докажите, что ряд › — равномерно сходится в ин- 
п, 

  

  

п=1 

тервале (—1; 0) действительной оси, в то время, как ряд 

со п 

> —| в этом интервале сходится, но неравномерно. 

п=1 

5. Найдите множество сходимости и множество равномер- 
со © 

ее _т2 

ной сходимости рядов а) у (2)"; 5) › 2". 
п=1 

зш и   6. Покажите, что ряд р 
п=1 

на вещественной р В, но расходится, если 2 в В. 

равномерно сходится 

зш и 
  7. Докажите, что ряд ее удовлетворяет усло- 

виям первой теоремы ера при | 2|<1. 
Найдите }’(0), где {(2) - сумма данного ряда. 

818. Степенные ряды. Ряд Тейлора 

18.1. Множество сходимости степенного ряда 

Определение. Функциональный ряд 
©о 

Ув (#-5)", ЕС, (1) 

называется степенным рядом. Числа, с„ — это коэффициенты 

степенного ряда. 

Теорема 18.1 (Коши-Адамар). Если [= Ша \/|с.|, то 
п->со 

а) при [= 0 ряд (1) абсолютно сходится во всей ком- 
плексной плоскости; 

6) при [= + со ряд (1) сходится лишь в точке 20;   
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в) при 0 <1< +0 ряд (1) абсолютно сходится внутри 

круга |2 — | < В, где Е=т, и расходится во внешности 

этого круга, т.е. при |2 — 2 | > В. 

> Доказательство проводится так же, как в действитель- 

ном случае <ч 

Определения. Число В — радиус сходимости степенного 

ряда. По определению: В = 0 при [= +05; В = +с© при 

10: 

Множество Кн = {2 : |2 — 20| < В}, где В > 0 - радиус 

сходимости, называется кругом сходимости степенного ряда. 

Формула для вычисления радиуса, сходимости 

    

= № || (2) 
п-+со 

называется формулой Коши-Адамара. 

Замечание. Если существует предел В= Ша |— |, (3) 
1—0 | Си 

то В=В. 

Примеры. 

1. Най ости ряда, р ве (221); айти радиус сходим ряд @-2 

выяснить, сходится ли ряд в точках дз = = < 3, 23-=0. 

> Используя формулу Коши-Адамара, вычислим радиус 

сходимости: 

    

ри 2 п-е | _ Ут+Я _ 

В вм \/|@+0" и Р-Я. тт 

откуда В = УБ5, следовательно, имеем круг сходимости 

2-Я < \5.
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Точка 21 = 3: лежит внутри круга, сходимости, так как 

[4 —# = [2] =2 < ДВ, значит в этой точке данный ряд 
абсолютно сходится. 

Напротив, точка 22 = —3: находится вне круга, сходимо- 
сти, потому что |2 —1| =|-—4 =4> В, следовательно, в 
этой точке ряд расходится. 

Наконец, при 23 =2 имеем |23 —й=|2—#| = В, так что 

выяснение сходимости ряда производится непосредственны- 
ми вычислениями. В результате получается расходящийся 

  
    

п? : 
числовой ряд >: 0+5" О (2—:)", для него не выполне- 

но необходимое условие сходимости, так как при п -+ © 

п п ВЯ . . 
—_ —- "= — 12-1” = Й с + оо] В =" = + > 

© т 

2. Исследовать сходимость ряда, У —  (-действи- 
п=1 ыы 

тельное число). 
1 

> Здесь 2 =0, с. = 

формуле (3): 

В = Ца 
п—>осо 

Радиус сходимости найдём по 
пР 

р р 

= а ("=") = а (1+2) = 
Сп+1 п->со п п—>со п 

при любом р. Поэтому при |2| < 1 ряд сходится, при |2| > 1 
— расходится. 

Исследуем сходимость ряда в точках окружности |2| =1. 

28 |2" _ 1 
Так как для общего члена ряда имеем тя = п р 

то при р > 1 ряд сходится абсолютно. Если же р < 0, общий 

член ряда не стремится к нулю при п —+ со, следовательно, 
ряд расходится. 

Пусть 0 <р<1. Поскольку 2 =е®, фе [0; 2м), полу- 
чаем 
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ат ее ее _ ке ЗИ 55 те. (4) 

п=1 П=1 

  

Оба, вещественных ряда в правой части (4) сходятся по при- 
знаку Дирихле-Абеля, если ф 720 (докажите!) 

При ф = 0, те. в точке 2 = 1, ряд (4) расходится, так как 

расходится первый из рядов в правой части (4). 

Итак, множество сходимости данного ряда — открытый 
круг |2| <1 при р<0; замкнутый круг |2| < 1 прир>1; 

тот же замкнутый круг за исключением точки 2 = 1 при 
О<р<1 ч 

18.2. Равномерная сходимость степенного ряда и 

ее следствия 

Теорема 18.2 (Абель). Пусть степенной ряд (1) сто- 
дится в точке 21 2 20. Тогда (1) сходится абсолютно в лю- 
бой такой точке 2, что |2 — 20| < | — 20|, и сходится рав- 
номерно в любом замкнутом круге К, = {2 : |2-^|< р}, 
где 0 <р< | -— 24|. 

> Из условия следует, что 21 лежит либо внутри, либо на 

границе круга, сходимости ряда (1). В любом случае точка 2, 

для которой |2 — 20| < |271 — 20|, принадлежит кругу сходи- 
мости, поэтому по теореме 18.1 ряд (1) абсолютно сходится 

в точке 2. 
Пусть число 2 отвечает неравенству |2—20| < р< |21—2|. 

— №0 р   Тогда < ———=9<1. — Рассмотрим 
а— 24| |2 

> (2 о)". 2)" 
— ъ з И 

Из необходимого условия сходимости ряда (1) в точке 21 сле- 
дует, что найдется такой номер №, что [си (2 — 20)"| < 1
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при всех п> М. Поэтому \2:|2— 20| <р получаем 

(2— 20)" (2— 2)" 
(21 — 20)" (21 — 20)" 

Отсюда по признаку Вейерштрасса следует равномерная схо- 
димость (1) в круге А, < 

[сп (2 — 20)" | = [© (м — 20)" |. 
        

Замечание. Вторая часть теоремы Абеля утверждает рав- 

номерную сходимость степенного ряда внутри круга Кв. 

Используя утверждение теоремы 18.2 о равномерной схо- 

димости и результаты $17, получаем ряд следствий. 

Следствие 1. Сумма степенного ряда является анали- 

тической функцией в круге сходимости. 

Следствие 2. Степенной ряд можно почленно ‘интегри- 

ровать на любой кусочно гладкой кривой, лежащей в круге 

сходимости. 

Следствие 3. Внутри круга сходимости степенной ряд 

можно дифференцировать почленно любое число раз. При 

этом получающиеся ряды ‘имеют тот же радиус стодимо- 

сти, что исходный. 

> Действительно, возможность К-кратного почленного диф- 
ференцирования вытекает из теоремы 17.3. 

Далее достаточно рассмотреть первую производную сум- 
мы степенного ряда с радиусом сходимости В: 

# (=) = в с (2— ы") = У пе (2 — д)" = 

п=0 

=>. (п + 1) си (2— м)". 

Радиус сходимости А’ этого ряда, 

В = Ша \У|(п-+Пс1| = Шо Уп+1. Ша Ус = 
п—оо п—>оо ео 
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21 

= Ша {Ис | = Ша (“9 [+1 "”=В а 
п—>со п-+со 

Следствие 4. Пусть }(2) - сумма ряда (1). Тогда коэф- 
фициенты ряда (1) имеют вид 

со = (20), Бы аде =, уе. (5) 

ь Ткюк ЛОУ и)", тю На) = 
п=0 

со 

Из равенства }’(2)= У пе, (= — 0)" " после подстанов- 
Пп=1 

ки 2= о получаем с! = }(л). 

В общем случае 
со 

9 =У`пп-1...п-Е+1 (2 0)" ", 

1® (2) 
К! 

Определение. Степенной ряд, коэффициенты которо- 
го выражаются формулами (5), называется рядом Тейлора 

функции {(2). 
Таким образом, следствие 4 означает, что всякий степен- 

ной ряд с В > 0 является рядом Тейлора для своей суммы. 
Следствие 5. Если два степенных ряда в некотором 

круге |2 — 50| < В имеют одну и ту же сумму, ‘их коэффи- 

циенты (а значит и сами ряды) совпадают. 

откуда следует ск = 

18.3 Теорема Тейлора 

Теорема 18.3. Пусть }(2) - аналитическая функция 
внутри круга Кв = {2: |2—2| < В}, В>0. Тогда }(2) 09д- 
нозначно представляется сходящимся внутри Кв степен- 

со 

ным рядом рэ сп (2 — 20)". 
п=0
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> Возьмём произвольную точку 2 Е Кв и рассмотрим 
такую окружность 7: |[(—2| = р, что О <р< В, зе Ил, 

(рис. 64). Так как Ге А(Кк), то по формуле Коши 

по-$ О а. (6 

  

Рис. 64 

Проведём преобразования, используя формулу суммы бес- 

конечно убывающей геометрической прогрессии: 

  

11 1 — 1 ва #-=ж\” 

-2 С-м (1-8) С-м (#8) 

  

  

С — 2 

2—4 2-2 
Так как СЕ 7», то о м 1, следовал 

С — 2 р   
тельно, ряд в (7) сходится равномерно относительно С Е 7. 
Подставляя (7) в (6) и интегрируя ночленно, получаем 

9-я $ ЛО. А 55 «= 
п=0 

К @- =" { Ок п 
о феерии е- 7 

где @и=р- О к. 

— 2т › (С — 20)" 
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Отметим, что в формуле для с» вместо ^), можно взять 

любой кусочно гладкий замкнутый контур 77, лежащий внут- 

ри Кв и содержащий внутри себя точку 20. 

Итак, искомое представление получено. Поскольку 2 — про- 

извольная точка Кв, утверждение о разложимости {(2) в 

степенной ряд доказано. 

Согласно следствию 4, полученный степенной ряд являет- 

ся рядом Тейлора. Следствие 5 утверждает единственность 

разложения Ч 

Замечания. 1) Вид полученных коэффициентов согла- 

суется с (5) из следствия 4: бт = 5 , О ас = 

ши Ю 
м 2 у (С го)" м 

2) Пусть }(2) е А(О), тогда при разложении этой функ- 
ции в степенной ряд в окрестности точки 20 Е О получается 
ряд Тейлора с радиусом сходимости В > р(2,9О). 

18.4. Разложение функций в степенные ряды 

Основные приёмы разложения функций в степенные ряды 

— те же самые, что были изложены в курсе математического 
анализа. Отметим некоторые из них. 

1) Использование формулы для коэффициентов ряда Тей- 

лора (5). Заметим, в частности, что таким способом получа- 

ются известные представления основных элементарных функ- 
ций, а именно: 

22 п со 2® 

е =1+2+5 +. = ->. я 

2 ( 1)" 2% со (—1)" 22" 

=1-— г с08 2 т + ых (2)! У` п}
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ве ре НЕ оду" нетто 

2? 28 о 27 Ден, и св +ж + + еп)! * >: ен): 

23 21-1 о д21—1 
2 = р ны 25 —__, м ит + и 

1 
со 

та ре фьы у о. 

Первые пять рядов сходятся во всей плоскости, последний 
ряд имеет радиус сходимости В = 1. 

2) Использование основных разложений. 

3) Применение почленного дифференцирования или ин- 
тегрирования степенных рядов. 

Примеры 

а) Найти разложение в ряд по степеням 2 функции {(2) = 

11 (1 + 2), где символ Ш используется для обозначения глав- 
ной однозначной ветви логарифма, агрзЕ (—п; |. 

> Так как 1(2) е 4(|2| < 1), согласно теореме 18.3 ис- 
комое разложение имеет место внутри единичного круга (в 
точке 2 = —1 нарушается аналитичность }). Заметим, что 

(=) = = 1(0) =0, поэтому 

ле =лэ-л= [1% ей (5 ие) « = 

ы п т 1 п--1 С —1)” п--1 => [с = тен =.   
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Таким образом, для |2| < 1 получена формула ш(1 + 2) = 

(0 т ул а ое ‚ имеющая вид, уже известный из курса, 

вещественного анализа ч 

5) Найти разложение в ряд но степеням (2—1) функции 

а) = ба 
 /(2) Е А(2- 1 < 3), поэтому существует степенной 

ряд, сходящийся внутри круга радиуса в = = 3 с центром в 

  

точке 20 = 1. Поскольку {(2) = (5 ‚ найдём сначала 

разложение функции 

  

1 1 г ( 1” 1 

ЕЕ г 1”. 

Тогда : 

ео (- 1)" "п п-1 _ 
Ка) =- в С е- 7. бя" Е Эт —( -1 

= Се У =), = < < 

18.5. Вопросы и задачи 

1. Для данного степенного ряда найдите радиус и круг схо- 

димости; выясните, сходится ли этот ряд в указанных 

точках 21, 2, если 

а) 
3. 
п" в 

8 >. тт 9 ? 

  23 (2-1+0"; и=-24; 2 =1+2; 

и=-24; 22 =1+$. 
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. Может ли ряд 

  

  

У с, (2+1)” расходиться в точке 
п=1 

со 

2; с #=-2-—$ аряд >. " 
п= 

ке 2 =1-+1 (в обоих случаях {с„} — одно и то же 
множество чисел) ? 

(2-+1)” - сходиться в точ- 

. Найдите круг сходимости для каждого из следующих 
рядов: 

9 уе +" 

со со 55 
п? 

4 У. ="; в) ни Ув г", где «ЕС. 
п=1 п=1 п=1 

. Найдите радиус сходимости и исследуйте поведение на 
со 

” п 
границе круга сходимости ряда, У =": 

Пп=1 

. Радиус сходимости ряда м1 =" равен ВЕ (0; +05). 
п=1 

ыы 
со 

Найдите радиусы сходимости рядов а) > т 
т —1 

5) У сиее, КЕЙ; >. (3" е ат. 
п=1 

. Пусть 1(2) — аналитическая в некоторой окрестности 

точки 20 = 0 четная (нечетная) функция. Докажите, что 
ее разложение в ряд по степеням 2 содержит только чле- 
ны с четными (нечетными) степенями. 

. Разложите в степенной ряд в окрестности точки 20 = 0 

следующие функции; укажите радиус сходимости ряда: 

(т; 

10. 

11. 

12. 

13. 

# 

(2-17 
а) т? 2; 5) 622; 9 а 

е) 

ев 070); 4) 

——; е? созх. 
2+5 +4’ 9) 

У (1 мы 

. Следующие функции разложите в ряд по степеням 

(=— 1); укажите радиус сходимости полученного ряда: 

= 

#2+52 +4?’ 

2+5 

а) зша; 5) с) е? 

. Функцию {(2) = 2-4@2+1 разложите в степен- 

ной ряд в окрестности точки а) д=0; 65) д=ою. 

Объясните, почему бесконечно дифференцируемая в окре- 

стности Е 150 = 0 действительной прямой функция 

1 (<) = о ‚т и 0, неможет быть разложена в ряд 
) т = 

Ша 
Маклорена. Можно ли функцию #}(2) =е 2 разло- 

жить в ряд Тейлора по степеням (2+1)? 

22—11 
Можно ли ряд У” ви 

п=1 

а) почленно интегрировать на кривой |2|= = 

я = = 

3 

в) дважды почленно дифференцировать в круге 0? 

Ц. 
5 |’ 

    

6) дифференцировать в круге О = { 

со 

Пусть (2) = у` с, 2” — целая функция. Верно ли, что 

п=1 

}{(®) - тоже целая функция? Когда /(2) = 1)? 

Найдите сумму степенного ряда:  
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ры зп со 

а) У; 5) э- (2—1) с) У": 
п=1 п п=1 

$19. Единственность определения аналитической 

функции 

19.1. Нули аналитической функции 

Определение. Точка 20, где }(20) = 0, называется ну- 
лем функции }(з). 

Пусть {(2) е А(Т), точка 20 Е О - нуль {(2). Тогда, по 
теореме Тейлора в некоторой окрестности 20 

= Ус, (#- 20)", где с =0. (1) 
п=0 

Определение. Аналитическая функция }(2) имеет в точ- 

ке 20 нуль порядка К, если в ее разложении (1) в =а = 
{= Ск =0, но ск 0. 

Утверждение. Аналитическая функция }(2) имеет в 

точке 20 нуль порядка К тогда ‘и только тогда, когда вы- 

полнено любое из двух нижеследующих условий: 

П Дл) =Л() =... = К Ю(д) =0, но (#0; 
2) 1(2)=(2-^л)-4(2), где $(2) аналитична в окрест- 

ности точки 2, Ф(2) 2 0. 

> 1) Утверждение следует из определения и формулы 

ое — 12° (оо) для коэффициентов Тейлора: со = } (20), с. = Рич 
т! 

2) Из равенства, (1) получаем 

1(2) = (2- 20)* - У синь (а — д)" = (2 %)* (2), (2) 
п=0 

где через ф(2) обозначена сумма ряда. Эта, функция явля- 
ется аналитической в некоторой окрестности 20 (см. п. 18.2), 

причем $(2) = ск #0 ч 

183 
  

Примеры 

Определить порядок нуля функции (2) в точке 2, если 

а) (2) =1-с052, о=2м; 

5) Г(2)= е-* — соз (#/2), э=0. 

> а) /(2т) = Г (2т) =0, но ['(2т) =120, следова- 

тельно, 20 = 27 — нуль второго порядка }(2). 

5) В окрестности точки 2 = 0 выпишем первые члены 

разложения в степенной ряд: 
2 Та 1 21 4 6) — (2) =1-2 +52 —1+5 (2/2) — п (2\2) +0(2) = 

3 
значит, 20 = 0 — нуль четвертого порядка /(2) < 

1 
+0 =А (+27 +...), 

19.2. Основная теорема и ее следствия 

Теорема 19.1. Пусть {(2) - аналитическая в области р 

функция, }(2) =0 УЕ Пос О, причём Ро имеет тотя 

бы одну предельную точку в О. Тогда ](2) =0 вр. 

> Пусть аЕ ДР - предельная точка Го. Разложим }(2) 
в степенной ряд в окрестности Ко = {2 : |2 -а| < Во} этой 

точки: 
© 

Ка) = У (#-а)". (3) 
п=0 

По условию существует такая последовательность {2} С 
Поп Кь, что Ша 2 =а, 2 а. 

п->со 

Так как /(2) непрерывна в точке 2 = а, то а, (=) = 

= /(а) =0. Поэтому коэффициент со = /(а) =0 иряд (3) 

принимает вид 

(2) = (2-а). (а + (#-а) +...) = (#—а) 9ц2), 
где ф1(2) Е А(Ко). Так как 2. а, то ф1(2.) =0 Уп.
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Повторяя рассуждения для функции ф1(2), получаем 
фи(а) =0, откуда с1 = фа) = 0, те. 

(2) = (#-а)?. (со + сз (#—а) +...) = (я-а)? (2), 
где 42(2) е А(Ко) и $2(2,) =0 Уп итд. 

Следовательно, в (3) все коэффициенты с„ = 0, значит, 
(2) =Ов Ко. 

Покажем теперь, что {(2) Е О вр. Пусть 2* - произ- 

вольная точка, области О. Существует непрерывная кривая 
7 Ср, соединяющая точки а и 2*. Пусть р(7,00) =а> 0 
(ЭР - граница, 2). 

Рассмотрим открытое покрытие компакта, // кругами с цен- 
трами на кривой и с радиусами 4/3. По лемме Гейне-Бореля 

существует конечное число таких кругов, также покрываю- 
щих 77. Тогда, взяв для первых двух кругов а1 — точку пе- 
ресечения границы Ао с, в общей их части можно найти 
последовательность нулей функции }(2), сходящуюся к ал. 
Соседние круги имеют непустое пересечение, поэтому, пере- 
ходя из круга в круг и повторяя предыдущие рассуждения, 
приходим к заключению, что ](2) = 0 в каждом следующем 
круге. 

Продолжая описанный процесс, получаем конечное число 
кругов Ко, К!,...Кт с центрами на ^у, причём 2* Е К». 

Поскольку {(2) = 0 в Кр, то [(2*) = 0. Так как точка 2* 
была взята произвольно, ]/(2) Евр ч 

Следствие 1. Пусть }(2) - не равная тождественно 

нулю аналитическая в области О) функция, а Е - огра- 

ниченная и замкнутая подобласть Р. Тогда }(2) может 
‘иметь в Е лишь конечное число нулей. 

> В самом деле, если (2) имеет в Е бесконечное множе- 
ство нулей, то это множество имеет хотя бы одну предельную 
точку в (так как Е — ограниченное замкнутое множество). 

Поэтому /(2) =Овр, что противоречит условию ч 
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Следствие 2. Не равная тождественно нулю целая функ- 

ция }(2) может иметь не более чем счётное число нулей 

в С, причём если нулей бесконечно много, то 2 = со - пре- 

дельная точка этого множества нулей. 

> Для доказательства достаточно рассмотреть последо- 

вательность замкнутых кругов |2| < п, при п -» со запол- 

няющих плоскость, и применить следствие 1 ч 

Теорема 19.2 (теорема единственности). Существу- 

ет, не более одной функции, однозначной и аналитической в 

области О), принимающей заданные значения на, некотором 

множестве Ро, ‘имеющем хотя бы одну предельную точку 

вр. 
> Заметим, во-первых, что такая аналитическая функ- 

ция может не существовать. Если же она существует, то она 

единственна. В самом деле, пусть заданные значения на мно- 

жестве Ро принимают две аналитические в Р функции: (2) 

и (2). Тогда для доказательства следует рассмотреть функ- 

цию {(2) = (2) — Л2(2) и применить теорему 19.1 ч 

Примеры 

1. Найти все аналитические в С функции, удовлетворяю- 
1 1 1 

щие равенствам = -=]=—, п=ЪОД.... 
п п п 

> Данному условию отвечает аналитическая в С функ- 

ция /(2) = #2. Множество точек вида $2, = +—? имеет 
п 

предельную точку 2 = 0, поэтому по теореме 19.2 найденная 

функция единственна < 

2. Существует ли аналитическая в круге К = {|2| < 2} 

функция {(2), для которой при п Е М выполнено условие 

Иа) оды)
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1 
> а) Выбрав множество Бу = {= = р, имеющее в 

п 
К предельную точку 2 = 0, можно указать ] © А(К), 

1 1 1 1 
— | =-. Это =#.Н —-|=--. В 1 (;) 7 }(2) = =. Но тогда 1 ( ,) >. В силу 

единственности определения }(2) по значениям на Гу анали- 
тической в К функции с заданным условием не существует. 

5) Последовательность точек сходящаяся к 
п 

т-—1]’ 

=> ЕК, образует множество Оу. Поэтому, если искомая 

функция существует, она единственна. Используя уравнение 

  

п Я 

"= т—1 = 2.1, 

. = 
находим ответ: }(2) = Е 

3. Найти такую целую функцию ](2), чтобы \т Е 7 

Г(п) = 0. 

> Множество целых чисел Й С С имеет одну предельную 

точку 2 = ©. Но % о & С, поэтому теорема, единственно- 

сти в данном случае не имеет места. И действительно, суще- 

ствует бесконечно много целых функций, удовлетворяющих 
условию [(п) =0. Это, например, 

(2) =0; /(2)=2зтл2; (2) =зт 212; (2) =з? ла 

итд. ч 

4. Теорема единственности позволяет распространить на, 

комплексную плоскость соотношения между функциями, из- 
вестные на действительной прямой. 

> Так, например, для х Е В, имеет место равенство 
3112 203? х =1. Рассмотрим две целые (те. аналитические 

в С) функции /(2) = 1? 2+ с05?2 и 9(2) =1. Поскольку 
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1 (2) = 9(2) при 2Е В, то в силу теоремы 19.2 У Е С 

1 (=) = 9(2), те. 112 2 + с032 2 =1 я 

Аналогичным образом на, комплексный случай переносят- 

ся и другие формулы элементарной тригонометрии. 

19.3. Вопросы и задачи 

1. Найдите порядок нуля 2 для функции /(2), если 

а) (2 =2(1-с0$22), %=0; 

ь 1 =2 31325, № =0; %=-7; 

3 

9 = 
а) /(2) =е*"* -е*®*, д=0; 

е) (2) = (2? +1?) (+1), ю=лё д = 314. 

  ‚ №=0; %=7; 

2. Пусть точка 20 — нуль порядка К функции { (=). о 

точка 20 является для функции {(2) (0<т<®? 

3. Пусть точка 2о — нуль порядка К функции 1 (=) и одно- 

временно нуль порядка т (т < К) функции 9(2). Чем 

она, является для функций 
к, 

а) /(2)+9(2); 5) К:9®; 9 А 

4. Не равная тождественно нулю функция /(2) = т, 

аналитическая в круге К = {|2 -1| < 1}, имеет в К 

бесконечное множество нулей. Почему это не противо- 

речит теореме единственности ? 

5. Докажите, что всякий нуль 20 7 со не равной нулю тож- 

дественно функции }(2) Е А(С) изолирован, т.е. най- 

дётся окрестность 20, в которой нет других нулей {(2). 

6. Докажите, что периодическая функция, аналитическая 

в некоторой области О, 2 = << Е О, - константа.
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7. Докажите, что уравнение }(2) = {(22) не имеет отлич- 
ных от константы решений, аналитических в некоторой 
области, содержащей точку 2 =0. 

8. Существует ли {(2) Е .4{|2| <1}, для которой выпол- 
нены условия (везде пе М) : 

д (9- 
9 (=) = 

а) т) тег е) 1(;) = свт +2; 

риьы)-е ви) ()-кы. 
9. Используя теорему единственности, докажите справед- 

ливость в С следующих равенств: 

  

  

    

—_ 2 2 . . 
с03 22 = с05° 2 — 31“ 2; зт2л = 2 созазшд; 

с? 2 — эВ? 2 = 1; ей. е” = ей +22, 

$20. Понятие аналитического продолжения 

20.1. Аналитическое продолжение с множества, в 
частности, с действительной прямой 

Задача аналитического продолжения данной функции за- 

ключается в распространении её на возможно более широ- 

кую область определения с сохранением аналитичности. Су- 

ществует несколько подходов к решению этой проблемы. 

Определение. Пусть некоторая однозначная функция } (2) 
задана на множестве Ду, а функция Ё(2) определена и ана- 

литична в области Р, Ру С О, причём {(2) = Е(2) при 
2 Е По. Тогда Е(2) называется аналитическим продолже- 
нием функции }(2) с множества Бу на О. 
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Следующее утверждение является переформулировкой тео- 

ремы 19.2. 

Теорема 20.1. Пусть функция }(2) определена на мно- 

жестве Бу С О, имеющем хотя бы одну предельную точку 

в О. Тогда, если существует аналитическое продолжение 

1 (2) с Бо на область О: Е(2) е А(Б), то оно единственно. 

Заметим, что в качестве множества Ру может выступать 

некоторая кривая Г, в частности, интервал вещественной 

прямой. Значениями на Г аналитическая функция Е(2) опре- 

деляется однозначно (если она, существует). Так получается 

аналитическое продолжение }(2) в О с кривой Г. 

Ниже приведены примеры продолжения с действительной 

оси (см. также пример 4 п. 19.2). 

Примеры 

1. > Пусть р = С, Го = В - действительная ось. Рас- 

смотрим функцию Е(2) = ы (е*—е") Е А(С) и опреде- 

ленную на В функцию {(57) = зшх. По формуле Эйле- 

ра эт = р. (е* -е®) , следовательно, Е(2) - аналитиче- 

ское продолжение ]{(5) с вещественной прямой в комплекс- 

ную плоскость. В силу единственности этого продолжения 

естественно сохранить для Е(2) обозначение зп2 ч 

Аналогичным образом приходим к целым функциям е*”, 

с0з2, СВ, №2, которые являются аналитическим продол- 

жением соответствующих вещественных. 

2. > Из курса вещественного анализа известно представ- 

г (1) 
ление ш(1+ 7) = У т 

Быль а, 0<:;<2. 
п=1 

х” при |2| <1. Отсюда 
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со пт-— 

Степенной ряд У = (=—1)” имеет радиус сходи- 

мости В =1, ао его сумма аналитична в круге © = 
{|#-1|<1}. Значит, по теореме 20.1 (р =К, Пу = (0; 2)) 
аналитическим продолжением функции шт с вещественно- 
го интервала в круг К является сумма этого ряда, которую 
мы обозначим ш2 (см. также пример а) п. 18.4) ч 

$ 4 
3. > При т>0 справедливо равенство шх = ] “. 

В примере 2а) п. 16.3 показано, что функция _ в плоскости 

С сразрезом по отрицательной вещественнойт полуоси имеет 
первообразную ш2 = ш || +$агв2 (здесь агва Е (-п;т)). 

2 

Таким образом, шх = где интегрирование идёт по 
с 

) 

любому пути в области с \к. Поскольку шаге А(С\В/), 

эта функция является аналитическим продолжением шх с 
вещественной положительной полуоси. 

Заметим, что по теореме единственности данное продол- 
жение совпадает в круге К = {|2 —1| < 1} с суммой ряда 
со (-1)” 

У -——— (2-1) (см. выше) ч 
п=1 и 

20.2. Непосредственное аналитическое продолже- 

ние. Многозначные функции 

Рассмотрим две области Г) и О. комплексной плоскости, 

имеющие непустое пересечение 212. Пусть однозначные ана- 

литические функции }1(2) и ]2(2) определены в РБ: и 05 
соответственно, причём р (2) = /2(2) в О:о. 

1 т (=) ‚Е р 1, ана- 
Р2(2), ЕР», 

литическая в Р = О: Ч Ро, называется аналитическим, про- 

долэжением функции р(2) с Оу на область О (либо анали- 

Определение. Функция Е(2) = {   
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тическим, продолжением функции }р»(2) с Оз на О). 

Получаемая таким способом функция называется также 

непосредственным, аналитическим продолжением. 

  

Рис. 65 Рис. 66 

В ситуациях, изображённых как на рис. 65, так и 66, ана- 

литическое продолжение Ё(2) через Р!› функции (2) опре- 

делено единственным образом (в силу теоремы 20.1). 

Обратимся теперь к случаю, когда для множества, и = 

стоящего из нескольких областей (на рис. 66 Р12 = Р!.921.), 

функции }(2) и /2(2) совпадают в О]», но ее в 01. 

Тогда на множестве р = Р \ О", определена единственная 

бЕНЕСНИХ функция Е(=) — аналитическое продолжение 

(2) ср; \ Б1. на область р. Эта функция имеет вид 

Е Л(2), ЕП: \ 0%, 
мы | (2), ЕД» \ 0" 

В свою очередь, Ё(=) может быть продолжена на, 015, при- 

чём двумя способами: 

Ё(2), 2ЕБ, —_ Ё(2), 2ЕБ, 
во-[ осеоь 2 в@ {О.Е 

Таким образом, в итоге получается двузначная функция, 

опредёленная на множестве О, в точках области О12 прини- 

мающая по два значения. Она имеет две регулярные одно- 

значные ветви Ё!(2) и (2).



192 
  

20.3. Продолжение через границу области (прин- 
цип непрерывности) 

Теорема 20.2. Пусть О! и О. - односвязные области с 

кусочно гладкими границами ЭП и О. соответственно, а 
функции р (2) Е А(Р\), №(2) Е А(Р>) и непрерывны вплоть 
до границы каждая в своей области. Пусть Г. п р» = ©, а 

границы ОР! и 95 имеют в качестве общей части про- 

стую дугу 1. Тогда если }(2) = р(2) для всех 2 Е |, то 

функция 
_ [Л (2), 2е ачадрь, 

Ро Пров О 
является аналитической в области О = ОУ рВ.. 

> Из условия следует, что функция (1) непрерывна вплоть 

до границы в односвязной области ). Покажем, что для лю- 

бого замкнутого контура 7, лежащего в О, $ Е(2)а2=0. 

В самом деле, если у с Д; либо С Ро, Это следует из 
интегральной теоремы Коши 13.1. 

Рассмотрим случай, когда кривая ^у принадлежит ШД; и 

Г. (рис. 68). Пусть 7 (52) - та её часть, что находится в 
р: (22). Дополняя 7 частью [; дуги [ до замкнутого конту- 

рав О: Ч ДД), в силу обобщения теоремы Коши 13.3 имеем 

Е(2)а2 =0. Аналогично Е(2) 42 =0. Тогда 
той 72а 

0=ф 2(2)4+$ Е(ааа= $ Е(гаг, 
я пов 7242 

так как интегралы по 1 и Ь взаимно уничтожаются. 

Наконец, если [ содержит часть 77, результат также выте- 
кает из теоремы 13.3. 

В итоге по теореме Морера получаем Р(2) е А(р) ч 

Замечание. В условии теоремы 20.2 задана непрерыв- 
ность ЕР(2) на кривой [, а результат утверждает её аналитич- 

ность на этой дуге. Таким образом, (2) (№(2)) аналитиче- 
ски продолжена на область О через границу 1. 
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20.4. Аналитическое продолжение с помощью сте- 
пенных рядов 25 

Рассмотрим степенной ряд у` св(2 — 20)", имеющий ра- 
п=0 

диус сходимости Во > 0. Согласно результатам п. 18.2, его 

сумма /(2) — однозначная аналитическая функция в круге 

РУ 
В окрестности точки 21 Е Ко, 21 # 25, в силу теоремы 

Тейлора для (=) существует разложение в степенной ряд 
со 

вида, У‘ е(* — 21)" с радиусом сходимости В: > 0. Мо- 

жет случиться так, что круг сходимости полученного ряда 
К! = {| - | < В:} выходит за пределы области Ко 

(рис. 68). Тогда сумма этого ряда }(2) (совпадающая на 

множестве КоП К! по теореме единственности с /(2)) явля- 
ется непосредственным аналитическим продолжением /о(2) 
на бблышпую область. Далее, взяв за, центр разложения неко- 

© 

торую точку 22 Е Ат, 22 = 2, найдем ряд У (‹ — 22)", 

п=0 

сумма которого }(2) е А(К2), где К» = {|2—2| < Вз}. Ес- 
ли К› выходит за пределы Ко К!, снова получается ана- 

литическое продолжение и т.д. Возможно, через некоторое 

количество шагов очередной круг К», на который продол-
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жается исходная функция, будет иметь непустое пересечение 
с начальным кругом Ко, С = К„ПКо. Результат аналитиче- 

ского продолжения может совпасть на С с (2), но может и 

оказаться другим. В последнем случае указанная процедура 

приводит к неоднозначной функции на С. 

Пример > 

> Степенной ряд у` =” сходится в круге Ко = {|2| < 1} 
1 п=0 

к Л№(2) = ПНР Заметим, что вне Ко ряд расходится, так 

что там его сумма /(2) не определена. Возьмем 21 Е Ко, 
270. Разложение /(2) по степеням (2 — 21) имеет вид 

1 1 1 о (2- ж)" = ^1 
= . = = я 3 

1—2 = р = Е >. (1 — дл)" Л(=) ( ) 
  

причём функция 1 (2) определена и аналитична в круге К1 = 

{|2 — | < м - 1}. Если этот круг не содержится целиком 
в Ко, то ряд (1) дает аналитическое продолжение суммы ис- 
ходного ряда. 

Задавшись произвольным значением =* 1, можно по- 
строить цепочку кругов {К;}, последним элементом кото- 
рой станет круг Кт = {|2 -2*| < В}, в котором ряд, 

аналогичный (1), сходится к функции ]»(2) = 12 При 

этом радиус сходимости Ат = |2* —1| (рис. 69). 

Итак, с помощью степенных рядов получено аналитиче- 

  ское продолжение функции 1 с круга Ко на всю ком- 

плексную плоскость за исключением точки # = 1 ч 

Замечание. В рассмотренном примере точка, 2 =1 все- 
гда лежит на границе круга сходимости очередного степен- 

  ного ряда. Она является особой точкой функции 
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Будем называть особыми точками аналитической в какой- 

то области функции ](2) точки, где нарушается аналитич- 

ность. При этом особая точка 20 называется устранимой, ес- 

ли существует аналитическое продолжение }(2) в некоторую 

окрестность 20; такие точки также называют регулярными, 
т.е. фактически их не считают особыми. Если же такого про- 

должения не существует — это неустранимая особая точка. 

Приведённое описание особых точек является достаточно об- 

щим. Частные примеры представляют собой точки ветвления 

многозначных функций (см. 889-10), а также изолированные 
особые точки однозначных функций (см. ниже $22). 

  

Рис. 69 Рис. 70 

Нетрудно показать ([1]-[3]), что сумма любого степенного 
ряда с ненулевым конечным радиусом сходимости В обязана, 
иметь хотя бы одну особую точку на границе круга, сходимо- 
сти. 

Таким образом, при разложении функции }(2), однознач- 

ной и аналитической в некоторой окрестности точки 25, в ряд 
со 

У` сп(2 — 20)” радиус В его круга сходимости можно най- 
п=0 

ти, не вычисляя коэффициентов ряда: это расстояние от 
20 до ближайшей особой точки } (2).
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Отметим при этом, что сходимость степенного ряда в 
граничной точке его круга сходимости не связана с тем, яв- 

ляется ли данная точка особой или нет. В самом деле, ряд 
со 

У` =” расходится во всех точках окружности {|2| = 1}, хо- 
п=0 

тя особой точкой его суммы является лишь 2 =1 (в окрест- 

ности любой другой точки единичной окружности имеется 

аналитическое продолжение суммы этого ряда — см. рис. 69). 

(=1" п--1 
со 

С другой стороны, ряд У` 2 сходится в кру- 
2—1 п(п + 1) 

ге {|2| < 1} ксумме {(2) = —2+ (1+2) ш(1+2) (проверьте, 
получив это разложение либо просуммировав ряд). Функция 

1 (=) имеет особую точку 2 = —1. В то же время данный ряд 
абсолютно сходится в любой точке окружности {|2| =1}. 

В заключение приведем пример функции, аналитической 

в круге {|2| < 1}, для которой все точки единичной окруж- 

ности являются особыми, так что её невозможно аналитиче- 

ски продолжить ни в какую более широкую область. 
< 

> Пусть ИКЕА. +2"... = Ум. 
п=0 

Так как радиус сходимости В =1, то [(2) Е .А({|2| < 1}). 
Рассмотрим поведение /(2) при |2| > 1—0. Если  =тЕ 

(0;1), то частичная сумма ][,(2) =1+22 +4 +... +1” 
стремится к п-1, когда х —*1. Значит, Уп найдется такое 

со 

число 6(п) > 0, чю 2” > 1+а? чай +... +1" >п 
п=0 

при 1-—0(п) < т < 1, следовательно, Шо, }(2) = +оо, 
—>1-— 

так что 2 = 1 - неустранимая особая точка ](2). 

Сумму /(2) можно представить в виде 22+ {(2?), от- 

куда вытекает, что особыми точками являются также кор- 
ни уравнения 2? = 1, те. = = +1. Далее, так как 
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(2) = 2+2 + 1 (2^), заключаем, что особыми точками 
1 (2) являются корни уравнения 2“ = 1. Продолжая этот 

процесс, приходим к выводу, что для любого п Е М кор- 
ни уравнения 2?" = 1 - особые точки {(2). А так как при 

п — со они образуют всюду плотное множество на окружно- 
сти {]2| =1}, то все её точки являются особыми для /(2), 
ибо в окрестности любой точки единичной окружности } (=) 
не ограничена «ч 

20.5. Понятие полной аналитической функции 

Определения. Пусть однозначная функция /(2) опреде- 

лена в области О, [(2) е А(р). Пара вида {}{, 2} называ- 
ется элементом аналитической функции (коротко: элемен- 
том). 

Элемент {А ,0:} называется непосредственным, анали- 
тическим продолжением элемента {}, 2}, если Р.ПО # © 
и Л(2) = 1 (2) при Е Б.Пр. 

  

Рае; Я 

Элементы {Л , 21}, {Л, 0%},...{/», О} образуют цепоч- 

ку, если в этой совокупности каждый элемент {Ль+1, Оь+1} 
является непосредственным аналитическим продолжением 
{2} (Е=1,2,...1-1) - см. рис. 71. 

Два, элемента {}, 0} и {9, С} называются аналитиче- 

ским продолжением один другого, если существует цепочка, 
их соединяющая.
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Построив для исходного элемента {}, О} разные цепочки, 
можно получить различные аналитические продолжения. 

Полной аналитической функцией, порожденной элемен- 

том {}, 2}, называется совокупность РЁ всех возможных его 
аналитических продолжений. 

Примеры 

> а) Пусть РБ. = [1 < || < У2, |агё2| < =" и 0. = 

{|2+1<1} (ис. 70). Так кк ПГ с С\В,, функция 
}(2) = ш2 = Ш [| +таге2 аналитична в 01. Ее анали- 
тическое продолжение в Оо посредством Г\. - это функция 

Е(2) = №|2| +41, определённая в точках 2, аргумент ко- 
торых ф: Е (п/2; 3п/2). С другой стороны, аналогичного 

вида функция Ё5(2), полученная как аналитическое продол- 
жение /(2) в Р› посредством О!., определена в точках 2, для 

которых аргумент фз Е (-31/2; —п/2). Поэтому для любой 
точки 2 Е Ро справедливо равенство Пи Ё1(2) — Па Ё5(2) = 
2. Итак, на О. получена двузначная функция, являющая- 
ся продолжением однозначной главной ветви логарифма ч 

> 6) Для элемента {1,0}, где [(2) = ша = Ш + 
Татр, авее (-п;л), Рр=С\ В‚, полной аналитической 

функцией является [п2. Эту функцию удобно рассматри- 

вать определенной на римановой поверхности (см. п. 10.3). 

с) Сумма ряда У. 2" 
п=0 

элемент {/, 2}, всевозможные продолжения которого (см. 

пример п. 20.4) приводят к полной аналитической функции 

и область О = {|2| < 1} образуют 

  п определенной на С \ {1} ч 
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20.5. Вопросы и задачи 

1, Используя продолжениес с действительной прямой, дока- 
ть Е ы п 22% 

жите равенства Е = ` т с08# = ` Геи . 
т} 

9. 9 п=0 

‚ Верно ли, что (1+2)* = о ан, = 
п: |! 

п=0 
Как следует понимать это равенство ? 

# 
. Функция /(2) = ——— ——_— представлена, ом Тей- ункция /(2) = 3—0 д Пред ряд 

лора по степеням (2 -— 20). Укажите радиус и круг схо- 

димости этого ряда, если а) %=-1; 6) д=1. 

. Укажите радиус сходимости степенного ряда, представ- 

ляющего в окрестности точки 20 = 0 функцию {(2) (ес- 
ли такое представление ЗОНЕ) 

о) =: =".     

. Радиусы сходимости рядов я пи о 6, =" равны 
п=1 п=1 

В! и Во соответственно. Что можно сказать о радиусе 
со 

сходимости ряда, У` (а + В) ="? 

п1 

. Ряд У с, 2” сходится в замкнутом круге {|2| < В}. 

Верно ли, что сумма этого ряда, =) Е Аа < В}? 

. Пусть  }(2)= у (-1)”"Н" =”, рр ={ <} и 

№(=) = -У` (2+ 2)" 
п=0 

что элементы {},Ш:} и {2,02} являются аналитиче- 

ским продолжением друг друга. 

Г» = {|2 +2| < 1}. Покажите,    
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Глава 5 

Ряды Лорана и классификация особых 

точек 

$21. Ряд Лорана 

21.1. Понятие ряда Лорана и свойства его суммы 

Функциональный ряд 

+оо 

У) с (#-м)", в ЕС, (1) 
п=—с 

называется рядом Лорана. Числа, с» Е С - это коэффициен- 

ты ряда Лорана. 

Ряд Лорана (1) можно переписать в виде 

ний Ех (2) 
п=0 

+со 

Определение. Пусть 20 = со. Ряд У Си (2— 2)” (3) 
п=0 

со с 

называется правильной частью, аряд 2. =)" (4) 
2 = 20 

называется главной частью ряда Лорана, 2). 

Замечание 1. Случай 5х = со будет обсуждаться ниже 
(см. замечание 3). 

Определение. Ряд Лорана (1) сходится в точке 2, если 

в этой точке сходятся его правильная и главная части одно- 
временно. 
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Теорема 21.1. Пусть числа В и г определяются ра- 

венствами ЕВ = = Ви. Мс], т= Ша Уи, 0 <г< 
п-—>оо 

В < +0. Тогда ряд. Лорана (1) абсолютно сходится в лю- 
бой точке кольца Кьв = {2: т< |2 -д| < В}, равномерно 
сходится внутри этого кольца, а его сумма }(2) Е А(К»в). 

> Согласно теореме Коши-Адамара (теорема, 18.1) сте- 

пенной ряд (3) абсолютно сходится в каждой точке круга 

|2 — 20| < В, где В > 0 определено в условии. В соответствии 
с теоремой 18.2 эта, сходимость равномерна внутри круга. 

Сумма }(2) ряда (3) является аналитической в этом круге 
функцией (см. следствие 1 теоремы 18.2). 

Рассмотрим ряд (4), совершив замену © = ———. Анало- 

гично предыдущему можно утверждать, что степенной ряд 
со 

У Сп С г сходится абсолютно в каждой точке и равномер- 

п=1 1 

но внутри круга, {с | < =} к некоторой аналитической функ- 

ции 9((). Это равносильно абсолютной сходимости ряда (4) 

  к некоторой функции }2(2) = 9( 
ги 

с центром в 20, те. при |2 — 20| > т. 

Если т < В, то существует область, где абсолютно схо- 

дятся оба, ряда (3), (4) — кольшо К„в = {2: г< |2-4]| < В}. 
Пусть компакт К С К», в, тогда его образ К! при преобра- 

1 
- ) вне круга радиуса. г 

о 

  зовании С = также является компактом (поскольку 
& — 20 

1 
2 К, в), причем К! С [< < =}. По теореме Абеля (тео- 

оо 

рема 18.2) сходимость ряда У. с_„(” равномерна на Ат, 
п=1 

что приводит к равномерной сходимости ряда (4) на К. В 

силу произвольности выбора компакта К’ это означает рав- 

номерную сходимость (4) внутри К,в.  
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Поскольку 9(0) Е А(1< = =}. а функция С = - 

аналитична при 2 7 20, то по теореме об извне 
сложной функции /2(2) Е А(К, в). Таким образом, сумма 

ряда Лорана /(2) = 1(2) + №(2) © А(К,в) ч 
Следствие. Ряд Лорана допускает почленное дифферен- 

цирование в кольце №, в и почленное интегрирование на лю- 

бой кусочно гладкой кривой 5 С Кв. 

  

> Утверждение следует из соответствующих результатов 
для степенных рядов (следствия 2, 3 из теоремы 18.2) ч 

Замечание 8. Числа В ит из условия теоремы 21.1 мож- 
но вычислить по формулам 

Сп 

С-п-1 

С 
В = Ц 

п-—со 

т = Ша 
п—>со 

  

  

    

(если эти пределы существуют). 

21.2. Теорема Лорана 

Теорема 21.2 (Лоран). Пусть }(2) - функция, одно- 

значная и аналитическая в некотором кольце Кв = {2 : 
т < |2 -^| < В}. Тогда (2) можно разложить в сто- 
дящийся в этом кольце ряд Лорана, причём единственным 
образом. 

> Возьмем произвольную точку 2 Е К, и выберем такие 
числа Ал, Е›, что г < А› < [#- д] < В < В (см. рис. 
72). Из условия следует {(2) е А(Кь, в,), поэтому в силу 
теоремы 14.2 получаем 

п-т к-р с. © 
— 20 # 

С —^ 

  Если СЕ уа,, то < 1, а, значит, 
    

  

  

  
1 —_ 1 т — у` (= = 20)" 

СЕ бо 1 2 (мн, 
С-^ 

причем этот ряд сходится равномерно относительно СЕ ув, . 

Поэтому 
1 ЛО д (2 - э)"_ пт сан $, ГО. ем 4 

ТВ: Ра 

— и © _ _ = Са 4 = Хы д)", 

где ы= т $ 1 в. 550, 1. 2. а 
в: (< = 2о)"+1 

      

  

Рис. 72 

С —^ 
Для СЕ’ув, имеем =» < 1, следовательно, 

— 2 

1 -->. _(© — 2о)"_ 
С-2 у. 1_°—^% ПИ (2— 2)" › 

& — 20 

где ряд сходится равномерно относительно С Е ув,. Тогда 

в =— 9 к ь А — 20)" 
2 2 Л, С-& 214 ри — 20) уз 4
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У (2 лун — р ` т =}. Кос = 20)" ас = = 

1 О _ —со , 

- >. (= 2 р (С к)" 46 = >. си (2— 20)", 

1 ло о 
> Эт а п=-1, —2.... 

Итак, в соответствии с равенством (5) получено разложе- 
ние в ряд Лорана 

+ со 

Ка) = (+В) = У (2-5). 
п=Ь—оо 

Здесь коэффициенты с„ задаются выражениями, приведен- 

ными выше. Однако нетрудно видеть, что в качестве кривой 

интегрирования в формулах для с„ можно взять любой за- 

мкнутый контур ГС К, в, лишь бы 2 Е ЁГ, так что 

ман Ок, ПЕЙ. (6) 
211 (С — ло)" 

Для доказательства единственности разложения {(2) вряд 

Лорана предположим, что существует другое представление: 
+со 

1 (=) = У с, (2 — 20)", те. в кольце К„,в имеет место ра- 
п=— 

венство 455 4:69 

У в (#-^)" = У а (2-м)". (7) 
п=—Фсо п=—со 

Рассмотрим окружность 7, = {2 : |2 2|=р} (г<р< В), 

зафиксируем произвольно выбранное число К Е 7. После 

умножения обеих частей (7) на (2-— 2)-* проинтегрируем 
полученное равенство по окружности 7». Так как 

$ ау = 0, ПК, 

Пр 
211, ПЕК, 
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то в результате получаем сь = с,. Поскольку К выбрано 
произвольно, оба, ряда в (7) совпадают ч 

Замечание 8 (случай 25 = со). Для разложения функ- 
ции /(2) в ряд Лорана в окрестности точки 20 = со можно 

1 1 
сделать преобразование 2 = С затем функцию } (5) раз- 

ложить в ряд в окрестности точки (у = 0 и вернуться к преж- 
ней переменной 2. 

Фактически искомое представление — это разложение по 
1 

степеням -. Поэтому правильную часть ряда, образуют чле- 

ны с неположительными степенями 2, а главную часть -— с 

положительными степенями 2, те. с отрицательными степе- 

нями —. При этом ряд Лорана в окрестности 20 = со может 
2 

выглядеть так же, как и в окрестности 25 = 0, если иных осо- 
бых точек нет (см. ниже примеры 1а) — 6), За)-6), 5) либо 
иначе (см. пример 25)-с)). В первом случае главная и пра- 

вильная части ряда, меняются местами (за, исключением сво- 
бодного члена, который всегда является принадлежностью 
правильной части). 

21.3. Примеры разложения функций в ряд Лорана 

1. Допускают ли данные функции разложение в ряд Ло- 

рана в окрестности данной точки 2? (Здесь имеется в ви- 

ду проколотая окрестность точки 20, т.е. кольцо с нулевым 
внутренним радиусом). 

а) (2) =эт >, 20 = 0. 

> /(=) - аналитическая функция при 2 2 0, следова- 
тельно, по теореме 21.2 разложение существует. Его можно 

получить, используя известное разложение зш 2 в степенной 
ряд, сходящийся во всей плоскости:,
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п1 

вт - = -> Е т ке т 0< |2 < +. (8) 

Все члены (8) принадлежат главной части ряда Лорана ч 

1 
5 12) =т- д=о. 

# 

> Разложение возможно. Обоснование то же, что в при- 

мере а), только множество {0 < |2| < +со} рассматривается 
как окрестность точки 20 = со. Ряд Лорана имеет тот же вид 
(8), однако это разложение следует воспринимать как ряд по 

степеням —, поэтому все его члены принадлежат правильной 

части ряда ч 

9 =, и=-. 
Ш 

2+1 
. 1 

> Функция не аналитична в точках, ге зщ я ='0', 
8 

  

  

те. при 2. =-1+ 1. ПЕЙ, п 0. Поскольку 2. — —1 

при п -» со, то не существует проколотой окрестности точки 
20 = —1, где }(2) аналитична. Поэтому разложение в ряд 
Лорана при указанном условии невозможно 4 

д Пд=ыь, в-0 
1 

> Вточках, где соз - =0, функция теряет аналитич- 
2 

1 
ность. Последовательность 2 = —_— сходитсяк д =0 

2 тп 

при по. Разложение невозможно, каки вн. с) < 

е) 1(2)=%8-, л=ою. 

  

  

207 
  

> В предыдущем примере найдены корни уравнения 

с08 - =0. Нетрудно видеть, что |2.| < —, поэтому {(2) 
# п 

аналитична в проколотой окрестности точки 20 = со. Зна- 
чит, разложение в ряд Лорана возможно. 

Заметим, что исходная постановка е) равносильна вопросу 
о разложимости функции %8С в ряд в окрестности точки 
0 =0 ч 

1 
ИВ) = 

> Нули знаменателя дроби имеют вид 2„ = 1(-2) = 
= 12+: Агз(-2) = ш2+и (21 +1), пЕЙ. Посколь 
ку 2 — © при п -— с, то не существует проколотой 
окрестности точки 20 = со, где {(2) аналитична. Поэтому 
разложение в ряд Лорана невозможно ч 

9) (2) =, д=0. 
> Разложение [(2) в ряд Лорана в окрестности точки 

2 =0 невозможно, так как }(2) неоднозначна ч 

) 1(2)=Ша, д=0. 

> Не существует окрестности точки 2 = 0, где дан- 
ная функция была бы непрерывной. В самом деле, напри- 
мер, при условии агё2 Е (—п, п| вещественная отрицатель- 
ная полуось является линией разрывов. Тем более функция 
1 (2) = ша не является аналитической в проколотой окрест- 
ности точки 20 = 0, поэтому здесь невозможно разложение 
1 (2) в ряд Лорана ч 

20 = ©. 

2 +22 —3 
2. Разложить в ряд Лорана  }{(2) = @—2) 2+1 

а) в кольце {1< |2| <2}; 5) в окрестности точки 
2 =0; с) в окрестности точки 20 = со. 

> Представим ]{(2) в виде суммы дробей
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1 2 

5+ ат 
Ниже для го разложений будем пользоваться фор- 

мулой = ‚ где |9|<1. 
п=0 

а) Так как |2| >Ти |2| <2, то 

    1 11 1 =” 
22-21 У. (при |2|<2) (9) 

  

2 п=0 

о 11 о (—1)” 
5 => рее у а (при |2|>1). (10) 
2+1 & 1+5 2 2 

со 

= (-1”"* т Итак, до--ун+2 у Ст ‚ 158 <, 
п=0 Пп=1 

5) Для требуемого разложения вин взять ряд (9), а 

вместо (10) - представление — => (—1)" 22", гд 

[22| <1 % |2|<1. Таким образом, 

К =-У` ен +2 (102, в <1. (1) 
п=0 п=0 

Заметим, что полученное представление имеет место не в 
кольце {0 < |2| < 1}, а внутри круга {|2| < 1}, так как 
1 (=) здесь аналитична. При этом (11) является рядом Тейло- 

ра функции ](2) (частный случай ряда Лорана, когда, глав- 
ная часть отсутствует). 

с) В этом случае, очевидно, |2| > 2 и для получения 

искомого разложения следует взять (10), а первое слагаемое 

  

  

представить в виде 

    

    

1 11 г 21 [2 
2-2 # 2 >. п’ д й 

—- п=1 

= 
со от-1 со 2 (—1 п-1 

Тогда мА С", № >2, 
п=1 п=1 

— разложение в ряд Лорана в окрестности 20 = со. В этом 

представлении также отсутствует главная часть (есть лишь 

положительные степени -) ч 
2 

3. Разложить в ряд Лорана  {(2) = 2? .ез 

а) в окрестности точки 2 = 0; 
точки д =со. 

5) в окрестности 

> Используя известное разложение е*, получаем 

со со 

  11 1 1 1 1 < 22. Ат и 
Ка =2.>. пт Рим та = Ч {4 п+2) =" 

== = — 
(12) 

Так как (12) верно при 0 < |2| < +00, этот ряд дает ре- 
шение и в случае а), и в случае 5). В окрестности д = 0 
правильная часть ряда, Лорана, состоит из первых трёх сла- 
гаемых (12), а главная часть содержит бесконечное число 
членов. Напротив, разложение в окрестности 2 = со имеет 
главную часть, состоящую лишь из двух первых слагаемых, 
а, все остальные принадлежат правильной части 4 

22 — 42 
4. Разложить в ряд Лорана  {[(2) = соз 2-2} в 

окрестности точки 20 = 2. 

_ (22-4244) -4_ 4 \_ 
> (2) = 08 оз 2008 (1-я) =



210 
  

4 Е . 4 
= с081 . с08 ——— +811. зщ = 

(=- и (= 2)? 
и 1 

= с0$1. хе Г е—2* 

Де 421—1 1 

+ эт 1. НВ где 0< [22| < 00 ч 

1 
5. Разложить в ряд Лорана  {(2) =е” +:  вобласти 

0 < |2| < +. 

  
в о" 1 а дп 

> Да =е че = Ут Ре д 
т=0 п=0 т=0 п=0 

(перестановка, членов возможна, поскольку оба ряда сходятся 

абсолютно). Фиксируем КЕ (. Если т-п => 0, те. 
т =п- К, то при каждом п во внутренней сумме остается 

лишь слагаемое с т = п + К. Тогда коэффициент при 2^ 
с 

1 
равен ЕТ в =0, на 

п=0 

Аналогично при т-—п = < 0, те. п=т- к, получаем 

> 1 С 1 
«=>. ти (т — К)! на. т! (п — К)! ° Иы-Ь А 

= о 

Итак, искомое разложение имеет вид > Сь 3 с ко- 

К=—с 

эффициентами, указанными выше ч 

21.4. Вопросы и задачи 

Ц Е области сходимости следующих рядов: 
+50 п 

9х С с т (2+2; 5) СН (242 + 1)"; 

\. 
  

ый 
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со п2 о т 

т. Ш яп 

9 > гы” 9 (#9 ЕН 
п=—Фсо в—| 

. Выясните, допускает ли функция {(2) разложение в ряд 

Лорана в проколотой окрестности точки 2, если 

а) /(>) =№2 д=0; д =о09; 
—1 

5) По = (с :) ‚ %=0; 2 = 09; 

с) 2) =: 20 =0; 20 =1; 20 = 60; 

Я 
=—_ =0; = со; а) (2) с082 2 3, 20 ; 20 со 

(2) = ЕЕ 2% =1; 20 = 69; е) }(2) = п ЕЗ} о — т, <0 — ; 

= 
р дд =ш> 5, 2 =0; 20 = -3; 20 = 00. 

. Разложите }(2) в ряд Лорана в проколотой окрестности 

20, если 

й 
_=_ . 

а) (2) = ву ра’ % —4; 5) (2) =е=?, и=2; 

1 . 2+1 , 
918) = ат 4) (2) = 1—5, %=?; 

. Функцию }(2) разложите в ряд Лорана по степеням 

(2 — 20) в области О, содержащей точку 2”, и укажите 
эту область, если 

1 а 
а) а = а 77% 

#2+5 . . 
И) 12) = =-чбя+у’ № =0, = =-1; 

# *ж 

6) 2) = ст}, № =-—1, 2“=2.
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5. Ряд Лорана некоторой функции }(2) имеет вид 

о (С9"е+ 1) + 58 ) 
— 22т оп 

Найдите разложение в ряд Лорана по степеням 2 ана- 
литического продолжения /(2) в кольце, содержащем 

точку 2 = 2. Укажите границы этого кольца. 

  

6. Докажите, что если функция /(2) четная и аналитиче- 
оо 

ская в кольце 0< |2| < В, тоее ряд Лорана, У се” 

п=—со 

имеет коэффициенты сои = 0. 

7. Функция }(2) аналитична, в кольце г < |2 -д|< В. 
Для рЕ (т, В) обозначим М(р) = | тн [1(=)|. Дока- 

=—20|=р 
жите, что для коэффициентов ряда Лорана }(2) по сте- 

М 
пеням (2 — 20) справедлива оценка |с„|< МР). 

р 

$22. Изолированные особые точки однозначной 

функции 

22.1. Основные понятия 

Пусть /(2) - функция, однозначная и аналитическая в 
некоторой проколотой окрестности точки 2, Те. в кольце 
К = Юок = {2:0 < [#2 -д| < В}, если до # ©0, или на 

множестве К = К» = {2 : В < |2| < +09} при некотором 
В > 0, если 20 = ©. 

Определение. Если } Е А(2о), то точка 2 называется 

правильной (регулярной) точкой этой функции. В против- 
ном случае (те. Де А(К), но } & А(2)) точка 2 — особая 
точка (или: изолированная особая точка) функции {(2). 

Согласно теореме 21.2 в К имеет место разложение {}(2) 
в ряд Лорана, 

    

  

213 

+ 

(2) = У. Сп (2 — 5)", о (1) 

(если 20 = со, то вместо (1) имеем ряд по степеням 2, схо- 

дящийся в области Ко). 

Вид ряда (1) служит основой для классификации изоли- 

рованных особых точек однозначной функции. 

Определения. Пусть 20 5 со — особая точка, (2). 

Точка 20 - устранимая особая точка }(2) (у.о-т.), если 

главная часть ряда Лорана (1) равна нулю. 

Точка 20 — полюс функции ](2), если главная часть ряда, 

(1) содержит конечное число членов. 

Точка, 20 — полюс порядка К (К Е М) функции ](2), если К 

— максимальная по модулю степень у ненулевого члена глав- 
ной части лорановского разложения в проколотой окрестно- 
сти точки 2. А именно, ряд (1) имеет коэффициент с-ь # 0, 

в то время как с„=0 \>_К. 

Полюс первого порядка называется простым полюсом. 

Точка 20 - существенно особая точка }(2) (с.о.т.), если 
главная часть ряда (1) содержит бесконечное число членов. 

В случае 20 = со определения сохраняются, основой для 

них является ряд Лорана /](2), сходящийся в Ко. 

22.2. Поведение функции в окрестности изолиро- 

ванной особой точки 

В этом разделе всюду предполагается, что }(2) - функ- 

ция, однозначная и аналитическая в некоторой проколотой 

окрестности К точки 20, 20 — особая точка }(2). Там, где ис- 

пользуется явный вид лорановского разложения, ради опре- 

деленности считаем 25 52 со.
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Теорема 22.1. Точка д — устранимая особенность { (=) 
тогда и только тогда, когда функция }(=) ограничена в неко- 
торой окрестности этой точки. 

> 1) Так как а - устранимая особая точка / (=), имеет 
место представление 

(2) = + (2-м) +... (2 к)" +..., ЕК. 

Ряд в правой части, сходящийся по условию при 2 Е К, оче- 
видно, сходится и в точке 20. Согласно результатам п. 18.2 он 
определяет аналитическую в окрестности этой точки функ- 
цию. Поэтому существует р 1(=) = со, следовательно, 

0 

1(2) ограничена в некоторой окрестности хо. 

+0 

2) Рассмотрим в Х представление /(2) = У сп (2— 0)", 
. п=—оо 

где от он, УСК, Е И%У. (2) 

В качестве кривой интегрирования в (2) выберем окруж- 
ность достаточно малого радиуса 7, : |2 — | =г. Так как 
в некоторой окрестности точки 20 имеет место неравенство 
[1(=)| < М, из (2) получаем оценку 

  

1 1 т о $ И а 
2п |]. (С-ж)"+ 2т ]., [С— лот 

М М 
ит В верную для всех г, О <тг<\. 

Отсюда вытекает, что с, =0 при любом п < 0, поскольку 

№ и 0, те. 20 - устранимая особая точка 4 

Следствие. Точка 2 - устранимая особенность } (=) 
тогда и только тогда, когда существует конечный предел 
Пе (2). 
2—20 
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> Доказательство проведите самостоятельно +4 

Замечания. 1) ло — правильная точка }(2) тогда и только 
тогда, когда определено значение (20) и существует конеч- 
ный предел Ши 1 (=) = (ло). 

Сравнение двух последних утверждений показывает раз- 
личие между правильной и устранимой особой точками, ко- 

торое невозможно выявить из вида ряда, Лорана. Таким об- 
разом, по существу эти две ситуации одинаковы. 

2) Наличие неустранимой особенности у {(2) в изолиро- 

ванной особой точке 2 означает, что имеет место одна из 
следующих двух возможностей (при этом в любом случае 
} (=) не ограничена в окрестности 20): 

а) существует предел и (2) = со; 

6) не существует Ши {Ё(2). 
22—20 

Теорема 22.2. Точка го - полюс функции }(2) тогда и 
только тогда, когда р }(=) = со. 

—20 

> 1) Пусть 20 - полюс {(2), тогда в некоторой проколо- 

той окрестности К точки 20 имеется представление 

[(2) = 
6 

(2 — 2о)* 

где сь 70. Равенство (3) можно переписать в виде 

+. Но + (2-5) +..., (3) 

(2) (2 — о) = сы сы (#— 0) +. +9 (2-м) +..., 

причём ряд, стоящий в правой части последнего равенства, 
сходится в некотором круге К, = {2: |2 — | < т}. Если 

(=) — сумма этого ряда, то ф(2)  А(К,), Ф(5) = сть 0. 

$(2) Поэтом = кому 
2) Обратно, пусть Шо /(2) = со. Тогда существует 

22—20 

и, очевидно, Ш {(2) = со. 
2—20 

проколотая окрестность К точки 20, где {(2) = 0, поэтому
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в Х определена аналитическая функция 9(2) = г при- 

чём справедливо равенство Шп 9(2) =0. Следовательно, 
22—20 

в некоторой окрестности 2 имеет место представление 

9(2) = ак(2 — 20)" + ав (2 — 20) + + 

= (2 - 2о)* (ак + ава (2 — 20) +:--), 

где К > Т, ак Я 0, так как @0 = Шт 9(2) =0. Значит, 
2—20 

9(2) = (2— 2о)* ф1(2) , где ф1(2) Е .А(2о), $1(20) # 0. Тогда 

19 а - К-т — рта 
где в = т #0, те. ло - полюс }(2) ч 

Теорема 22.3. Точка 20 — полюс порядка К функции (2) 
тогда и только тогда, когда в К справедливо представление 

о = Век, 06 о в Або, бо) #0. 
> Утверждение следует из доказательства, предыдущей 

теоремы Ч 

Следствие. Для того, чтобы в точке 20 был полюс 

порядка К функции 1(2), необтодимо и достаточно, чтобы 

функция 9(2)= 1)’ 272, 

0, 2=2 
‘имела в этой точке 

нуль порядка К. 

> Точка д - нуль порядка К функции 9(2) тогда и 
только тогда, когда, 

9(2) = (=- о)* 91(2), где 91(2) © А(м), 91(2) #0 

(см. п. 19.1). Дальнейшее следует из теоремы 22.3 ч 
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Теорема 22.4. Изолированная особая точка 2, функции 
1(2) является существенно особой тогда ‘и только тогда, 

когда не существует Шо (2). 
2—2 

> Доказательство следует из теорем 22.1, 22.2 и замеча- 

ния 2 (остается лишь возможность 6)) ч 

Более точно поведение функции в окрестности существен- 

но особой точки описывает . 

Теорема 22.5 (Сохоцкий-Казорати-Вейерштрасс). 

Пусть 20 - существенно особая точка функции }(=). Тогда 

для произвольного числа А Е С найдётся такая последова- 

тельность {2}, стодящаяся к 20, что }(2.) > А, п — 0ю. 

> Сначала рассмотрим случай А = со. Поскольку функ- 

ция (2) не ограничена по модулю в любой проколотой окре- 

стности существенно особой точки, найдётся такая последо- 

вательность {2„}, сходящаяся к 20, что |}(2.)| —* +0. По- 
следнее равносильно сходимости ](2») — со при п — со. 

Далее пусть А 5 со. Предположим, что не существу- 

ет последовательности {2„}, сходящейся к 20, для которой 

1(=„) — А. Значит, найдётся такое число е > 0, что для 2, 

0 < [2—2] < 6, справедливо неравенство |{(2)-А| > е. Тогда, 

2) -А 
Поэтому в 

в проколотой окрестности точки 20 функция 9(2) = 

1 

Пе-А 
силу теоремы 22.1 2 - устранимая а точка 9(2), а, 

значит, существует Ша 9(2) = 5. 
2—20 

аналитическая, причём |9(2)|= 

1 
Если в =0, тодля {(2) = < +А существует Ша /(2) 

9(=) 2—8 
= со, поэтому 2 - полюс функции { (2). Если же & # 0, 

1 
то Ша [(2) = т + А, стало быть 25 - у.о.т. [(2). Ито, и 

2—20 

другое противоречит условию теоремы <
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22.3. Примеры 

1. Рассмотрим функцию, которая является суммой сходя- 

щегося ряда: 

—_ 1 1 Я 2 
име ерчее орарчея (4) 

Что можно сказать о характере точки 20 = 0? 

> Вывод о том, что 2 = 0 — существенно особая точка, 

(2), так как главная часть ряда, Лорана по степеням 2 содер- 

жит бесконечное число членов, неверен. Дело в том, данный 

ряд сходится в кольце {1 < |2| < 3}, а классификация осо- 

бых точек проводится на основе лорановского разложения в 
проколотой окрестности, 2. 

В нашем случае легко можно суммировать ряды из пра- 

вильной и главной частей соответственно: 

2 2* 1 3 и Вы = = || <3; 

1 й =+ окей у | ве. М1. 

3 д , 

3-5 2-1 

являющаяся аналитическим продолжением 

  

--
 

- 

м     

№
1
 

    Таким образом, функция } (=) = 

2: 

(2—1) (3-2) ’ 
(4) с кольца {1 < |2| < 3}, имеет полюсы в точках 2 =1 и 
{=3, а 2 = 0 - ее правильная точка ч 

2. Для функций из примеров п. 21.3 установить харак- 

тер особой точки 20, используя вид разложения {(2) в ряд 

Лорана в проколотой окрестности этой точки: 
д 

> 1а) } (=) = 91 С Точка 20 = 0 — существенно 

особая, поскольку главная часть ряда, Лорана, содержит бес- 

конечно много членов.   
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ды 
1) /(2) = 2 №=00. 

В этой точке устранимая особенность, так как все члены 

ряда, принадлежат его правильной части. 

1с) 1(2=) == ТГ’ 20 = -1. 

810   
2+1 1 

Нули знаменателя  2ж=-1+ =. т Е 7, п # 0, 

являются особыми точками (простыми полюсами). Посколь- 

ку м —>-—1 при п 00, то д = —1 - неизолированная 

особая точка. Разложение в ряд Лорана в ее окрестности 

невозможно, эта точка, не классифицируется по схеме п. 22.1. 

1а) 1(2) =45-. Точка 2 = 0 - неизолированная 

особенность /(2) (точка, предельная для последовательности 

простых полюсов 2 = (5 + т)" ‚ ПЕЙ). 

1е) (=>, 20 = со. 

В этой точке {(2) имеет устранимую особенность. Дей- 

ствительно, в результате замены & = - получаем функцию 

$= С, которая может быть разложена в ряд Тейлора в окрест- 

ности б/у =0. 

1 #)=——-. д № 
рованной, так как нули знаменателя 2» = ша-+и (2%+1), 

пе, образуют последовательность 2 -— со при п -+ 00. 

Точка 2о = со является неизоли- 

199 /(2)=1Ш2, л=0. 

Эта точка (наряду с 2 = ©0) - так называемая точка 

ветвления. Разложение /(2) в ряд Лорана в ее окрестности 

невозможно ( {(2) неоднозначна), поэтому 20 = 0 не класси- 

фицируется в рамках п. 22.1. 
т 

За), 5) На основе разложения в ряд Лорана {(2) = 22-е
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(формула (12) 821), приходим к заключению, что 2 =0- 
существенно особая точка, а 2 = со — полюс второго поряд- 
ка функции }(2) < 

Замечания. 1) Из вида степенного разложения функ- 

ЦИЙ Е”, з1 2, с0$ 2, ЗВ 2, СВ 2 (см. п. 18.4) следует, что каж- 

дая из них имеет существенную особенность в точке д = со. 

2) Обычно для исследования особых точек более удоб- 
но использовать систему равносильных определениям утвер- 

ждений п. 22.2 (см. примеры ниже). 

3. Исследовать характер особых точек данных функций 

(включая 2 = о): а) 1(2) =е? ВЯ; 

1. 6: 1 ие 2 яп _ 
ь) =; =. =. ры 912) (2+1 

> а) Показатель экспоненты — функция 9(2)= ее 
ша 

— имеет особенности в точках 2„ = лп, где пЕЙ, и #= 00. 
‚ 26082 

"Гак как  Нт ——— 
2—0 Ш 

точка 9(2). Такой же она является и для [(2), ибо суще- 
ствует Ши } (2) =е. 

2— 

=1, то 2 = 0- устранимая особая 

В точках 2, = лп, п Я 0, знаменатель 9(2) обращал 
ется в нуль, а числитель принимает значения, отличные от 
нуля, значит, Шо 9(2) = со. Покажем, что каждая из этих 

ы 
точек — существенно особая для }(2). В самом деле, рас- 

сматривая для п Е М вещественные значения 2 = лп + х 
и 2 = пп — г при достаточно малых величинах х > 0, 
получаем }(лп +5) — +0, но {(плп-— т) - 0, когда 
х—0. Итак, № }(=) не существует. Аналогично рас- 

сматривается случай п < 0. 

Наконец, 2 = со - неизолированная особая точка }(2). 
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5) Особыми точками {(2) являются 2 =1, 2, = п (пЕ 
7), = = оо. Последняя из них, очевидно, неизолированная 
особенность. 

Точка д =1- существенно особая, поскольку не суще- 

ствует предела е!1-2 при 2 —*1 (см. доказательство в п. 
а)), а остальные множители в этой точке имеют конечные 
(ненулевые) значения. 

  
е 

При 2-0 имеем /[(2)-—5=-——, так что #=0 

— простой полюс. 

И, наконец, если 2„ = 2тп, п #0, то в нуль обращается 
лишь знаменатель всей дроби $(2) = с0$ #—1. Поскольку 

Ф(2.) = $' (22) =0, но $"(2.) = — с08 2, = —170, 10 2 
— нуль второго порядка $(2), следовательно, полюс второго 

порядка {(2). 

с) Особыми точками {}(2) являются д = 0, 2 = +6 2 =. 

Нетрудно видеть, что 2 = &- нуль второго порядка знаме- 

нателя дроби, причём все остальные множители в этой точке 
принимают конечные ненулевые значения. Таким образом, 

2 = (равно как и 2 = —9) — полюс второго порядка {(2). 
В окрестности точки 2 = 0 числитель ](2) имеет лора- 

новское разложение 

О: Е ЕИТи 
Я Ц] ТЫ Па” 

где бесконечно много слагаемых в главной части. А так как 
знаменатель /(2) — аналитическая, отличная от нуля при 
|2| <1 функция, то 2 =0- с.о.т. {(2). 

Для исследования характера точки 2 = со совершим за- 

мену 2 = = и перейдём к рассмотрению в окрестности точки 

эт С 1 
С=0 функции ] (5) = а +1} ^ = Очевидно,
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она, имеет в нуле простой полюс. Точно ту же особенность 
имеет в бесконечности функция ](2) < 

22.4. Вопросы и задачи 

1. Проверьте, что доказательства, теорем 22.1-22.4 прохо- 

дят с необходимыми изменениями для случая особой 

точки 20 = со. 

2. Найдите особые точки (включая 2 = со) функции {(2) 
и определите их характер, если 

  

а) = ет; 9 Да-а 
9 Да =е 87-1, 9 Дт, 

2 ©2—1 
е) К) = ера, Л 2) = ао} 

1 ‚ —1 

9 =в+—; в Ка=е- (+3 ^^). 
т 2.) 

3. Известно, что для функции {(2) не существует Шт {(2) 
#—20 

(ни конечный, ни бесконечный). Следует ли отсюда, что 

2о — существенно особая точка, }(2)? 

4. Определите характер точки 2 для функции }’(2), если 

функция /(2), аналитическая в К = {0 < |2 - 24| < Е}, 
имеет в точке 2: 

а) устранимую особенность; 5) полюс порядка К; 

с) существенную особенность. 

5. Функция 9(2) имеет в точке 2 устранимую особен- 
ность. Определите характер этой точки для функции 

/(2), если 
1 

а) (=) = (9(2))?; 6) Г(=) = э (9(2)); с) Г(2) = ее 
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10. 

11. 

. Функция 9(2) имеет в точке 2 простой полюс. Опре- 

делите характер этой точки для функции }(2), если 

1 
а) (2) = (9(2)3; 5) Ка =е®; с) 12) = р. 

. Известно, что 20 — существенно особая точка функции 

9(=2). Следует ли отсюда, что 2 — существенно особая 

с вены 

9(2) ` 
точка }(2) = 

. Пусть однозначная функция }(2) аналитична в области 

К = {2: 0< |#- д| <г} и для всех 2 Е К выполнено 
М 

неравенство |{(2)| < УЕ’ где М > 0. Докажи- 
2—2 

те, что если 2 — особая точка функции {(2), то это 

устранимая особая точка. 

. Функция }(2) имеет в точке 2о одну из следующих 0со- 
бенностей: а) устранимую; 6) полюс; в) существенную 

особенность. Функция 9(2) также имеет в точке 20 0со- 
бенность одного из этих трех тинов. Определите харак- 
тер точки 20 для функций а) [(2)+9(2); 6) (=): 9(2). 

Докажите, что если целая функция {(2) имеет в точке 

& = со устранимую особенность, то ](2) — постоянная. 

Докажите, что если целая функция ](2) имеет в точке 
&= со полюс, то Ё(2) - полином.
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Глава 6 

Теория вычетов и ее применение 

$23. Вычеты и их вычисление 

23.1. Понятие вычета 

Пусть {(2) — однозначная функция, аналитическая в неко- 
торой проколотой окрестности К точки 20. 

Определение. Вычетом }(2) относительно 20 называ- 
ется число 

гез ](2 = =} 42, (1) 
2=20 

где 2 Е ИУ, 7 С К, замкнутый контур // положительно 
ориентирован относительно области, содержащей точку 20. 

Теорема 23.1. 1) Если ло + с, то гез 1 (2) = сз, 
#=20 

  где с_1 - коэффициент при : лорановского разложения 

1 (2) вК={0<|[2-л|< 8}; 
2) если д = оо, то тез {(2) = са, где с_1 - коэффи- 

2=20 

1 
циент при — разложения в ряд Лорана }(2) в К = К» = 

{В < |2| < +0}. 
+со 

> 1) Всилу теоремы Лоранав К (2) = №) си (2 — 20)", 
п=—Фсо 

_ 2) 
т Л от 

чаем утверждение теоремы. 

откуда при п = —1 полу- 
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2) Разложение {(2) в ряд Лорана в окрестности бесконеч- 

но удаленной точки имеет вид }(2) = № 2", ЕК. 

п=—фс 

Известно, что $ "а = { т .” г Здесь Г - 
т 21%, п=-1. 

произвольный замкнутый контур, ориентированный против 

часовой стрелки, который содержит внутри точку & = 0. В 

частности, Г=//`*, где 7) — контур из определения вычета, 
(почему изменено направление кривой?) 

Тогда, используя возможность почленного интегрирова- 
ния ряда Лорана, получаем 

оз, 1 (=) = = Ба ф-т $ да = 

> 
(> 7” 2 = (фе) > г и п=—осо п= 

Замечание. Определение вычета, применимо и но отно- 
шению к правильной или устранимой особой точке 2. При 

этом в случае 20 72 со обязательно тез }(2) =0. 
2=20 

Если же 2 = ©, то может быть тез }(2) #0, по- 
2=20 

скольку здесь с_: - коэффициент из правильной части лора- 
новского разложения. 

23.2. Способы вычисления вычетов 

Утверждение 1. Пусть 20 7 со - простой полюс }(2). 
Тогда 

гев 1(2) = Ша (1(2) (2 — 20)). (2) 
2=20 2—20 

> Всоответствии с определением простого полюса, в про- 
колотой ыы К функция {(2) имеет представление 

1(2) = )+..., тде са 20,                  
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те. 1(2) (2-м) =са+ о (2 -— 20) + си (2-— 20)? + 
Степенной ряд в правой части последнего равенства пред- 

ставляет собой аналитическую, следовательно, непрерывную 
в окрестности 2 функцию. Поэтому существует ее предел 
при 2 — 20, равный с_1. Значит, существует и предел 

ш (Ло@-я) = 
Утверждение 2. Пусть }(2) = и, где ф(=), (2) Е 

А(л), причём фФ(л) 720, 4(2) =0, 4 (20) 20. Тогда 

хе Де. (3) 
> В условиях утверждения функция {(2) имеет в точке 

20 простой полюс, поэтому, применяя формулу (2), получаем 

  

_ и О е-__ +#9 __ 
7-90 

2 #(2) а)" г 

т Я -Уа ̂ 9) 
22—20 = 20 

(почему справедлив переход к отношению пределов?) “< 

Утверждение 3. Пусть 20 52 со - полюс порядка К функ- 
ции (2). Тогда 

тез }(2) = 18 Л) = рт № (де -а 9. 
> Так как в кольце К имеет место представление 

[(2) = 
(2 ее 

то 

1(2) (2-м) = сь+... с (2-ю) 1+ (#—д)*+..., 

+.. += кс, (#— —2)-+..., гдесь 0, 

227 
  

откуда после (К —1)-кратного дифференцирования получаем 

(1(=) (#—-ж)*) 9 = (ЕТ -+Е(Е-1)-- 2-0 (2-2) +... 

и далее рассуждениями, аналогичными тем, что завершали 
доказательство утверждения 1, — формулу (4) я 

Замечания. 1) Если 2 — существенно особая точка, }(2), 
то для вычисления вычета, следует. либо непосредственно на- 

ходить коэффициент с_1 ряда Лорана, либо использовать 

теорему о полной сумме вычетов (см. ниже). 

2) Для нахождения вычета в бесконечно удалённой точ- 

ке можно применять те же приемы. Полезно также иметь в 

виду следующий факт. 

Утверждение 4. Пусть точка 20 = со - нуль порядка 

К>2 функции (2). Тогда тез Ка) = 
#=оо 

> Условие = характер точки 2о = со означает, что (см. 

п. 19.1) 1(2) = 5 .Л(2), где Л(2) аналитична в некоторой 

окрестности ана удаленной точки, причем }(00) 
= Ви /(2)720. Поэтому для функции {} (2) в К» имеем 

2—00о 

С-к ‚ С-КЬ—1 

(2) = 5 тн   +... К>2, 

откуда и следует с! =0 < 

23.3. Теорема о полной сумме вычетов 

Теорема 23.2. Пусть функция {(2) аналитична в С 

за исключением конечного числа точек 21, 22,...2. Тогда 
п 

> 1ез Ла) + 1е Да) =0. (5) 
К=1 

> Из условия следует, что 21, 22,...2. - изолированные 
особые точки ](2). Пусть число В > шах |2к|, тогда внутри
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окружности Гв : |2| = В найдется такая система непересека- 
ющихся контуров 71, 72,...7% С ИМ Ге, что 2 Е ил, УК 

(рис. 73). По интегральной теореме Коши для многосвязной 
области (п. 13.2) получаем 

р дед: = >} Неда, 
где все кривые ориентированы против часовой стрелки. 

  

Рис. 73 

Г образом, 

29 5} Па - 21 =. за 
к 

> (== Х ое) р }(=) 

"Теперь остается только учесть определение вычета (1), а так- 
же заметить, что поскольку в области |2| > В не может быть 
других особых точек, м бесконечно удаленной, то 

гез, # (=) = я Л }(=) аг ч 

Замечание. В формуле (5) вычет в 20 = со участвует 
всегда, независимо от того, имеет ли }(2) особенность в этой 
точке. 

ООО ООО 

  

  

23.4. Примеры 

1) Найти вычеты (2) во всех изолированных особых точ- 
ках (включая точку 2 = со): 

1 
а =-;  Ф=Р+3-71; 

1 
©) И Рау а) 1(2) = 2; 

: е? 

е) (2) = 5 а 2; У 12) = ео; 

р 21. 1 
В ат и д - № и 

$) /(2) =эт (ве ") т. 

> а) Особые точки данной функции: 2 = 0 - простой 

полюс и 2 = со - устранимая особая точка (после доопре- 
деления по непрерывности - это нуль первого порядка). Вид 
{(=) совпадает с её рядом Лорана по степеням 2. Поэтому 

тез /(2) =1; тез [(2) =-1. 

5) Точка 2 = со - полюс второго порядка }(2). Многочлен 
по степеням 2, совпадающий с его лорановским разложени- 
ем в окрестности бесконечно удалённой точки, не содержит 

слагаемого вида —, так что тез [(2) =0. 
& 2=оо 

с) Точки 2 = Е — полюсы второго порядка {(2), поэто- 
му для вычисления вычетов используем формулу (4): 

  

_ = 2 
> (2+2 1.=я 32° 

Аналогично для 2 = —2 получаем тез ](2) = , 
2=—=2 32 

У.о.т. 2 = со после доопределения по непрерывности - нуль
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4 
4-го порядка (так как ] (5) = а 

С =0). В соответствии с утверждением 4, тез {(2) = 

в окрестности 

Сравните полученные в а),6),с) результаты с утвержде- 
нием теоремы 23.2. 

4) Функция имеет простые полюсы в каждой из точек 
п 

ж = 5 +7лЕ, КЕ. Воспользовавшись формулой (3), 

1 2% 
находим те = =-1. 

2=2А — 1 2 
Точка д = со является неизолированной особой точкой 

{ (=), поэтому понятие вычета для неё не имеет смысла. 

е) Особые точки: 2 = 0 — полюс 3-го порядка и # = со — 

с.о.т. В области 0 < |2| < +со справедливо разложение }(2) 
в ряд по степеням 2: 

ь 3 5 : р : 
$ 2 2 й 1 12 

па = и (1- ая...) = в: т м 

$ ; 
следовательно,  гез }(2) =--; гез ][(2) =- 

: 2=0 6 д=со 

) Особые точки функции: 2 = 0 - простой полюс, 
2 = —1 - полюс 3-го порядка и 2 = со - с.о.т. 

‚2 

По формуле (2) тез а = т. 0 

Согласно (4) 168) 1(=) = 2 т. ((#+13/(2))" = 

  

    

1 е? и 1 е? 2 
- СЕ [= _1е _2 2 =-——. 2 ) ната я +) 

Наконец, по формуле (5) находим: тез {(2) = ; 1. #=оо 

9) Особыми точками функции {}(2) являются простые 

полюсы 2% = Га(-2) = ш2+ (1+2), КЕЙ; д=ю- 
неизолированная особая точка. 

  

  

В соответствии с формулой (3) при любом К 
е22 1 е22к = _ (2)? —1 _ 3 

  

2 пер аа ев 4-0 2’ 
#) Функция имеет две существенно особые точки: 2 = 0 

и 2 = со. Для вычисления вычетов рассмотрим разложение 

1 (=) вряд Лорана, в области 0 < й < +0 как произведение 

рядов для е?и ез: 

м
 

Дед = ей +: нете но о А 1 
НЫ” 

п=0 К=0 

При п-К = —1, те. К = п-+1, получаем выражение искомо- 
со 

=
=
 

1 
го вычета как коэффициента тез 1 (2) =с1 = >. те . 

Вычет гез {(2) = —с_1. 
#=оо 

1) Эта функция также имеет две существенно особые 

точки: 2 =0и 5 = со. Поскольку }(2) - четная функция, её 

разложение в ряд Лорана в области 0 < |2| < со содержит 

только четные степени 2 (см. задаму 6 п. 21.4). Поэтому 

тез (2) = - те =) =с1=0 < 

2) Найти вычеты каждой из однозначных ветвей функции 
1 

Е(2) = -—=_ относительно точки 20 = 1. 
2—2+1 

> Е(2) имеет две однозначные ветви, соответствующие 
двум рн значениям квадратного корня: 

1 
Е и }2(2) = ——___ (здесь через /а (2) = а №(2) ен: 9% р. Уа 

обозначено главное значение квадратного корня из числа а). 
1 

Поскольку (1) = 2» точка 2 = 1 является для этой 

ветви правильной, значит, тез (2) =0. 
=
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М2-—2+1 
шк $ ) 

куда следует, что точка 2 = 1 - простой полюс. Тогда по 
формуле (2) имеем гез №(2) =2 < 

Для второй ветви получаем  }(2)= от- 

3) Найти главную часть ряда, Лорана, функции 
Яд 2 08 22 — и т . 2 

в окрестности точки 20 = —2. 

> Точка 20 = —2 - полюс второго порядка }(>2), поэтому 
—2 + С-1 

(2+2)? 2+2’ 
с-2 = Ши, /(2) (2+2) = —2 сов 4, 

главная часть ряда Лорана имеет вид   

Таким образом, 

с-1 = тез, (=) = (2 сов 22) ‚ = 608 4—4з14 ч 
#=— #=— 

23.5. Вопросы и задачи 

1. Может ли вычет в устранимой особой точке быть отлич- 
ным от нуля ? 

2. Может ли вычет в простом полюсе быть равным нулю? 

3. Разложение Функция 1 (2) в {0<|[2|< В} имеет вид 
с. 

5 (=) ага ++. . Найдите ге Р(®). 
ры 

1 
4. Верно ли равенство тез }(2) = тез 1 (1) 7 

2=осо 2— 

5. Пусть существует конечный предел Ши {(2) = Г (оо). 
2—0о 

Докажите, что тогда тез }(2) = Ши х ({(со) — {(2)). 
2=оо #—0о 

6. Пусть 2 = со — полюс порядиаи п, функции (=). Докажи- 

те, что тогда тез /(2) = И Шиа (27+? 1+0 (.)). 
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7. 

10. 

3, 

Найдите вычеты функции {(2) во всех изолированных 
особых точках < (включая 20 = с), если 

  

    

  

2. 
а) 1(2) = р 5) Ко = арт: 

= 
с) /(2) = =; 1-2; а (=) = —; 

е) 1(2) = ааа 7; В 2 рая. 2 

. Найдите вычеты каждой из однозначных ветвей функ- 

  ции Е(2) = относительно точки 20 = 1. 

т 

(1- =} 
. Применяя различные методы, найдите вычет относитель- 

но точки 20 = со функции {(2), если 

  

    

1+2 226 1 . 
а) {(2) = 28. (2+2), Ь (2) = са 

О-о 9-е, 

О =; Л = 
(2 

Найдите 125 го, 

а) 2 - нуль порядка п функции {(2) Е А(20); 
5) хо - полюс порядка К функции {(2). 

Найдите главную часть ряда Лорана функции {(2) в 
окрестности 2, если 

е? 2 я: 

а) 1(2) = 5 % =-1; 912) = атр 20 =$; 

с) {(=) = 
2 Е 1 

эл? (# — 1)’ 

(20 7 со), если 

%=1; 912) = и—цр=?.



  

РО 
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$24. Основная теорема о вычетах. 

Вычисление контурных интегралов с помощью 

вычетов 

24.1. Основная теорема о вычетах 

Теорема 24.1. Пусть 9 - замкнутый контур, лежащий 

в области аналитичности однозначной функции ] (=), при- 

чём {(2) аналитична внутри 7 за исключением особых то- 

чек 21... 2п- Тогда 

$ еда = 24. У тез МФ. (1) 
9 Е 

{> Обозначим В = ИУ. Поскольку каждая из 2% — ИзОЛи- 

рованная особая точка, лежащая в с целой окрестностью, 

найдется такая система непересекающихся
 замкнутых конту- 

ров {7%}, что УЕ 2к Е Иль, ТЕ © Д (рис. 74). Тогда для 

т 

области @=Д\ ©) тАк имеем /(2) © А(С). Поэтому по 

к=1 
следствию из интегральной теоремы Коши 13.2, используя 

определение вычета (п. 23.1), получаем 

ф9е-> Кач. тов (2) < 

я К ка “^ 

   
Рис. 74   
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Справедливо следующее обобщение теоремы 24.1, опира- 

ющееся на теорему 13:3: 

Теорема 24.2. Пусть функция 1(2) аналитична в огра- 

ниченной области Ри непрерывна вродр "5 за исключе- 

нием конечного числа особых точек 21, 22, . - - т ЕР. Тогда 

1 (=) 42 = 21. у тез К»), (2) 

= Эр 

где кусочно-гладкая кривая Эр — положительно ориентиро- 

ванная граница ПР. 

Замечание. Область ДР может быть неодносвязной, граг 

ница может содержать разрезы (см. рис. 75). 

24.2. Примеры 

Вычислить контурный интеграл Т= $ 1 (2) 42, если 

я 
08 2 

а) 1 (=) = 23 3 1 ) 

5) /(2) = 6082 соз-, 7 - контур прямоугольника с 

вершинами в точках 1, =; 

  

я: #+Ц=Т; 

  

3 

©) = 
(1) т: М=а: 

22-1 (2-1... (2-5 4 

> а) Функция Ка) = +1 имеет в конечной части 

комплексной плоскости три простых полюса 2 = 3/1, лишь 

один из которых 2 = —1 Е иф у. Поэтому но теореме 24.1 

. . с082 214 

Г= 211. 168, 1(2) = 21 2 = с0з1. 

== 

1 

5) Функция 1 (2) = ©0832-6008 — аналитична внутри кон- 

2 

тура 7 за исключением существенно особой точки 2 = 0. 

м ——— 

10 те. непрерывна в области вплоть до границы - см. комментарий 
к теореме 13.3.
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Для нахождения вычета, в этой точке следует рассмотреть 
разложение {(2) в ряд Лорана в проколотой окрестности точ- 
ки 2 = 0. Поскольку в разложениях в ряд по степеням 2 

функций с082 и с05- присутствуют только четные степени 
2, то ряд Лорана /(2) также содержит лишь четные степени 
2, так что ге 1 (2) =0. Итак, Г= 21. гез (2) =0. 

2= #= 

  

1 
©) 1(2)= 5 15 Имеет внут- 

р: -.. (2— щ) Е 

ри контура у: |2| = 1 полюсы #=0,2=-,....2= 100’ 2 
простой полюс 2 = 1 Е е2ф 7. В силу теоремы 23.2 

100 
гез Ка+У` тез /(2) = = (те 1 (=) + гез Кг). 

Шо = = 2=со 

1 
Так как ](2) > нею При 2 —* 00, то гез, (=) =0 

(см. утверждение 4 п. 23.2). Вычислив 

  

  

1 1 

ев “(= 
_2.33...100% _ 100% 

получаем 12.23...991%0 — 991’ 

тв (вре ка Ла) - у" < 
2п 

24.3. Собственные интегралы В(созф, эт ф) ар 

Для вычисления интеграла такого типа, где В(созф, зшф). 
_ рациональная функция, производится замена 2 =е®, фЕ 
[0; 2^]. Используя формулы Эйлера 

с0$ = {“ на > : 5 275] ›. = д; |2], 
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приходим к интегралу от некоторой рациональной функции 
В:(2) по единичной окружности 9: |2| = 1. 

аф 
2 

Т= НИ Пример. Вычислить интеграл ] Ио 

где —1<а<1. 
: 42 

> После замены 2 =е%, фЕ [0; 2л|, ар = 7=› Получаем 

42 =2.$ 42 

Е ыы ( а ( :)). у а + 242 -—а’` 
$8 1+ |2-—- 

2 8 

Корнями уравнения | а? + 24: -а=0 а#0, яв 

ляются числа 212 = ы (- 1= У1- а2) - простые полюсы 

т 
, а? +%2-фа’ 

РР = (-1+\ в?) Е тёу, вто время как 

22 = о (-1 —М1- ®) Е ехфу. — Поэтому, вычислив 
а 

ы ® = 21 — 1 — 1 

м Ка) = 2 а(2-— 21)(2`- 2) а(д-2) а’ 
по теореме 24.1 имеем 

Т=2. 214 гез }(2) = 
21 

функции  [(2) = Нетрудно выяснить, что 

  

2п 

Ма? 
Осталось заметить, что полученный результат справедлив и 
приа=0 ч 

Указанный выше алгоритм можно реализовать в общем 
случае так же, как это делалось при рассмотрении примера. 
В результате получаем 

Утверждение. 

2п 

] ЕВ(созф, зшф) аф = 21: у тез В1(2), 
О Е    
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1 1 1 

где Вз(2) = 
=. . В в (1 (.=; +-)5 2 и” Г) ‚ а суммирова

- 

М 2 рационально
й функ 

ем, особъьм 

амся внутри окружности
 #\ = 

ние ‘идёт по и 

Е: (2), находя 

24.4. Вопросы 
и задачи 

слите следую
щие и интегралы 

(замкну 

но ориентирова
ны): 

4:5 

тые контур
ы 

1. Вычи 

положитель
 

а) феавявк 
у М2 

#) 

с) ре
 д: М=Т, 

а) не р
 

42, я: 2+ =1; 

1 
= ша 

пЕ М; 

е 
б
ы
 

) $ 2+1
 

_ 
д == 

р $ а 
-3 5 

я: =? 

—1 

9) р 
42, д е-1+ 

И =1 

в $ 
а 

НЕ 

° 
а 

У фажна ЗА АТ 

ИГ в 

фо. 42, л- граница квад
рата с веритина” 

зеа т, „= =® 

7 фот
" я: №+2= 

2 

4, я: «-1\\=
2 

к) ф: 2 ‚а 7.008 84 
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м о 
в области 

2. Найдите знач 

р=С\ {0} 
функция 

при которо 1 

Е()= 
46 

2 С @ 
ение а, 

2 Е р). вычетов:
 

(здесь 7, 

3. Вычислите
 в 

интегралы
 при помощ

и 

т а 

а) ГЕ 
5) И: 

—% с0з 5409
, 

ИЕ эт 2$ 

п ст +
 +1 

й ах 

4 4 —} 

5) Г. Зри? р ) | 542608? 2 

2т 
а 

Г“ Л | __ #8 
Фе 

о тв 
ф 

1 = ба созф + 6? 

9 (0<6< а). 

п 

2п 

2 2 ш; В | 

9 о 6130082 =; № 6 (@+0084)' 

вычетов
 к вычи

слению
 

енение 
теорий 

$25. Приме 
не есобстве

нных интеграло
в 

оо 

25.1. Несобстве
нны® ин

тегралы 
вида | Е(2) 41 

—© 

Лемма 1. ПУСТ Б = 220 
п {2\ > Во}, СЕ. 

{\=\ = В, 0 < 215% < т}, функция 
Е(2) непрерывна

 8 

Если МЕ (® = 
\Е(2\= (т) при В > 15°, то 

о Е(2) а = -о : 

В—>+5° 
ЛСв 

2 Преобразуе
м данный интеграл, 

имея в виду, ЧТО 

Е Св 1 Ве#, фе |; п\: 

Е(2) 42 = [ Е(Ве*)й Ве* а. 

Св 

Поэтому
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Е(2) аз 
Св 

так как |ЕР(Ве%)| < МЕ(Е) =о (=) при А» +%о ч 

    

< | [Е(Ве*)| Вар < МЕ(В)-Вт =о(1) 0, 
о 

Теорема 25.1. Пусть функция Е(2) аналитична в за- 
мкнутой полуплоскости {Га 2 > 0} за исключением конеч- 
ного числа особых точек 21,...2, не лежащих на действи- 

тельной прямой, и Мк(В) =о Е) при В > +00. Тогда 

+ со з 

Е(т) аз = 21%. у тез Е(=) (1) 
—с 

(интеграл в левой части существует, вообще говоря, в смыс- 
ле главного значения). 

> Возьмём такое значение Ку, что УЁ 12| < №, и рас- 
смотрим замкнутый контур 7, В > Во, состоящий из отрез- 
ка вещественной прямой [-В, В], замыкаемого дугой полу- 
окружности Ск = {|2| = В, 0 < мех < п} через верхнюю 
полуплоскость (см. рис. 76). В соответствии с теоремой 24.1 

Е(2) а2 = 21. ух го Е(=). (2) 
Тв к * 

Заметив, что интеграл в левой части (2), значение которого 
не меняется при изменении К > Ву, равен сумме 

Г. ведае+ |. Е@аг, 

перейдем в (2) к пределу при В > +со. Правая часть посто- 

янна; согласно лемме 1, существует в ] Е(2)аг=0. 
—-со 

+ со в 
Значит, существует АИ Е(х) ах = о.р. ] Е(т) ах, + в 

—с© 
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представляющий собой искомый несобственный интеграл (он 

имеет лишь особенности первого рода). Таким образом при- 

ходим к равенству (1) ч 

не где Р„(т) и О, (т) 

— многочлены степеней т и п соответственно, п — т > 2, 
и пусть 9„(1) #0, ЕВ. Тогда 

] Рошен. тез Р(2), (3) 
—с© 

  Следствие 1. Пусть Е(т) = 

где {2ь} — все особые точки рациональной функции Е(2), на- 
ходящиеся в верхней полуплоскости. 

> Несобственный интеграл 1-го рода в (3) сходится в си- 

Р»(2) 

@»(=) 
ет требованиям теоремы 25.1. В частности, если Р»(2) = 
а02” + ал" 1+... ат и О,(2) = ++... +В, 
(а0 - № 7 0), то при 2Е Св для достаточно больших зна- 
чений Д > 0 справедлива оценка, 

|[Р.(2)| = [40| В” + [а1| В" +... + |ат| [40| 

  лу условия п-т > 2. Функция Е(2) = удовлетворя- 

[Е (2) =   9.21 — ыы" — ыЕт+... +18) В" 
1 

при А > +00, откуда следует Мк(В) =О (==) р 
Замечания. 

1) Коэффициенты Р„(2) и О„(2) не обязаны быть веще- 
ственными. 

2) Для вычисления интеграла от рациональной функции, 

удовлетворяющей требованиям следствия 1, в формуле (3) 
можно использовать взятую со знаком минус сумму вычетов 

по всем особым точкам Ё(2), находящимся в нижней полу- 
плоскости (докажите самостоятельно).
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Примеры. Вычислить интегралы 
45° 12 

Е: 2 а; 
й [ 14 5) ‚Г. = вр 

> а) Рассмотрим Е(2) = 

  

  7 — функцию, отвечающую 
8 ты 

условиям следствия 1. Четыре корня уравнения 

2 (п+2тт) 

#+1=0 % 1=УТ=е 4 , п=0,12, 3, 

представляют собой простые полюсы Р(2), причем точки 
т 3 

2 =е4, 22 =е4 расположены в верхней полуплоскости. 

Учитывая чётность подынтегральной функции и формулу 
(3), имеем 

  
со 

1 г +2 . 1-5. | сете т (в В +в Р@) 

Находим вычет 

  

  

ой 1 1 — 1 
° Е ==— | = — ых —_ 
ее Ре) = ачту 24: =4°° 1-9 

71 

А Е 1 —3я 1 . 
=-. 4 = -— налогично — тез (=) д’е д (1+9 

1 п 
Итак, Г=®. — (1-11-69 = — ч 

7 ) 22 
  1 > 65) Функция Р(2)= з_; аналитична в С за ис- 

И 21% зд 2 2п 
ключением трех простых полюсов 2= 9: = е! (: + 3 ) 

9 

п =0, 1,2, два из которых расположены в верхней полу- 
плоскости, а один: 20 = —- в нижней. 

1 
Вычет тез ЕР() = = —- 

а=— (@ (3—8 = 322 
2=-$ 
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Теперь, имея в виду замечание 2, получаем 

+оо 21 . 

] г - =-2л4 тез Р(2) = = < 
бо а=— 3 

у У=2%® 

1 у=утф 

ф 
0 пр п 

Рис. 76 Рис. 77 

25.2. Несобственные интегралы вида 
оо нЕо5 

}(2) совахат и ] } (2) звах ах 
—с —со 

Лемма 2 (Жордан). Пусть а> 0, О = {ш2> 0} 
п{2| > В}, Св= {|| = В, 0 < мв2 < т}. Если функция 
1(2) непрерывнав р и МКВ)= шах [1 (=)| = о(1) при 

ЕВ — +00, то Шиа 
В-+оо 

|, ^® ем" 2 = 0. 

> Для 2 Е Св имеем 2 = Ве®, фЕ [0; п|. Тогда е @® = 

— са Ве _ да В (созф +191) _ да В с0зф. ‚а В зшф, 

завчит, |еиаа| _ | оз] . |< миф — е-аВ зтф. 

Следовательно, 

Нав] = ] } (=) е?а2 п < | |1(Ве*)| ыы Вар < 
Св 0     
<в.мив. | е-@В 1 Ф фр. 

о
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Оценим последний интеграл, используя симметрию графика, 
функции зтф относительно середины отрезка 0 < ф<ти 

неравенство зшф > я ф, справедливое при 0 <ф< 5 (см. 

рис. 77): 
м . п/2 . 

] сер =2 | е “В пФ (р < 

0 0 

п/2 2аВ т 

<2 е т Тар= — (1-е®В [ п Раф Зы Ее, 

Поэтому с учётом предыдущей оценки получаем 

. . п. —аВ Я —@ а] < ВМВ) ав (1 ©—*8) = МАЮ). (1-е^“8) = 91), 
те. 1-0, когда В» + ч« 

Теорема 25.2. Пусть а > 0, функция (2) аналитич- 
на в замкнутой полуплоскости {112 > 0} за исключением 
конечного числа особых точек 21,...2., не лежащих на дей- 
ствительной прямой, и М‚(В) =о(1) при В+. То- 
2да для несобственных интегралов (существующих вообще 
говоря в смысле главного значения) справедливы равенства: 

+ оо + . 1 (т) соз ах ах = Ве А, Л (х)зтахах = Ша А, (4) 

где п 

А=24. У гез (г) 192). (5) 
в ** 

> Рассмотрим замкнутый контур 9 = [-В, Вось, со- 
стоящий из отрезка вещественной прямой и дуги полуокруж- 
ности Ск достаточно большого радиуса В, чтобы все осо- 
бые точки {2} функции Р(2) = /(2) е?@*, находящиеся в 
верхней полуплоскости, попадали внутрь ув (рис. 76). К 
функции Р(2) применима теорема 24.1, поэтому 
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$ Е(=) а = 2%. У тез Е(2). 
тв к 

Совершая предельный переход при В -+ +0 (так же, как 

в доказательстве теоремы 25.1) и используя лемму Жордана, 
приходим к выводу, что существует 

оо и 

1.р. ] Е(х) аз = 2%. у` тез Р(2) Е А. 
—с ПЕР к 

С учетом формулы Эйлера это означает, что 

%.р. (Г (2) ваза + +. |” } (2) ваг4) =А, 
—со —со 

откуда, после отделения действительной и мнимой части по- 

лучаются соотношения (4)-(5) ч 

Р»(т) 

@»(2)’ 
О„(т) - многочлены степеней т ип, причём п—т> 1, и 

пусть О„(т) #0, ЕВ. Тогда у 

  Следствие 2. Пусть а>0, { (т) = где Р»(т) и 

    
со Р. (2) со Р (т) 

т с08 а 45 = Ве А, т вт ад 4% = Ша А, 
—со О, (1) —со @„ (1) (6) 

где 

9»(=) 

а {2к} - все особые точки рациональной функции }(=), на- 
ходящиеся в вертней полуплоскости. 

А= 2 - У. тез (20 (из) ; (7) 

Р»(2) 
> Отметим, во-первых, что функция {(2) = 9. (2) удо- 

п 

  

влетворяет требованиям, предъявляемым к {(2) в условии 
теоремы 25.2. 

Во-вторых, как следует из курса математического анали- 
за, оба, интеграла в (6) сходятся (в силу признака Дирихле). 

Поэтому имеют место равенства, (6)-(7) ч 
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Примеры. ти интегралы 
+ оо 

Ш 1 : а) Г. ее Е 24; 

© А 
Ь) Гл) = Г = т 4х (интеграл Лапласа).   

2+1 : 
> а) Функция Е(2) =-—^ ей ) ункци (=) ГЕ е”" имеет два про- 

стых полюса в конечной части комплексной плоскости: 212 = 
—2-1. Один из них, а именно 21 = —2+1, находится в верх- 

ней полуплоскости. Найдем вычет: 

тез Е(2) = Ша Е(2) (2-2) = т Е = 1 зы 
#=2 2—7 # — 2 2 

#=21 

  

Поэтому 
. п. —4 п. ._. 

А= 2% тез Е(2) = =(@-1е 4 = 2 (8—1 (оз 4-13 4). 

Следовательно, согласно и получаем 

Т=шА= 7. (сов 4 зщ 4) < 

> 6) Данный интеграл в силу чётности косинуса можно 
+ со 

переписать в виде  Г(Л)= ] че ат 
-ю 2+1 

оо 
При Л = 0 получаем [(0) = ] ее = агсе 2“ =л. 

5 т —со 
Теперь Ри рассмотреть случай Л > 0. Функция 

е* 2 

2 = 
2 =. Вычет тез Е(2) = 

2=20 

  имеет в верхней полуплоскости простой полюс 

еёА2 

(#2 +1)’ 
и в соответствии с (6)-(7) получим 

ГЛ) = Ве (2 гез Е(#)) =ле^. 

е?А2 

= 9     2= 2; 
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Итак, окончательно, учитывая чётность по Л, имеем 

КА) =ле № < 

25.3. Интегралы с особенностями 2-го рода 

Одним из условий основной теоремы о вычетах является 

требование отсутствия особых точек функции на контуре ин- 

тегрирования. Как же быть, если к вычислению предлагает- 

ся несобственный интеграл с особенностью 2-го рода? Ответ 

прост: следует взять контур, обходящий особую точку, а за- 
тем в результате предельного перехода, (и соответствующей 

деформации кривой) получить искомый интеграл. Эта про- 

цедура, использована при доказательстве следующего утвер- 

ждения. 

Теорема 25.3. Пусть функция Е(2) аналитична в за- 

мкнутой полуплоскости {Га 2 > 0} за исключением конеч- 
ного числа особых точек {2}, алк > 0, 1<К<п, и 

конечного числа простых полюсов т1,...,7т, лежащих на 

действительной прямой; пусть также в Е(2) 42 =0, 
—>- оо Св 

где Св = {|2| = В, 0 < мв2 < т}. Тогда 
оо ъ 1 т 

.р. Е(х) ах = 211 У тез Е(2) + - У` тез Р(2) |. 
—с к 2к 2 а Тк 

(8) 

> Не умаляя общности, ограничимся изучением случая, 

когда, Е(2) имеет на, вещественной прямой единственную осо- 

бую точку - простой полюс 2 = а. Выбрав такое значение 

Во, что |25| < Во, такое число ро, что 0 < ро < |2 —а| 

(1 < Е < п), рассмотрим замкнутый контур в», где 

В > Во, 0 < р < ро, состоящий из отрезков вещественной 

прямой [-В, а- р] и [а-+р, В|, атакже двух дуг - Сви 

С, ={|в-а=р,0< м2 < т} (рис. 78). По теореме 24.1 
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$ Е(2) а2 = 211. У гев Е(2) + 
р 

Г. Е(т) ах + м Ра) “-] Еда + | Е(2) аг = 
ар Се 

= 2%. у тез Е(2). (9) 
= 

Совершим в полученном равенстве предельный переход при 
Е — +00 ир—>0-+. Правая часть в (9) постоянна, а послед- 
ний интеграл в левой части, согласно условию, имеет равный 
нулю предел. Для оценки третьего интеграла, заметим, что 
в окрестности простого полюса 2 = а функция имеет вид 

2 
Е(=) = 3, 9(=) Е А(а), 9(а) 7 0. Поэтому для 2 С,, 

те. при &=а+ ре, имеем 
0 ф 

Ши Е(2) а: = Шо :/ Эа ре") ре зар = с, р—>0 р>0+ ре 1ф 

=- № “о (а+ ре) гр [№ Шо 1 9(а+ре* +) аф= 

=-— Г 9(а) ар = —п19(а) = —т тез Е(2). 

'Таким образом, существует предел при В -+ +0 ир 0+ 
суммы первых двух интегралов в левой части (9), равный 

оо 

по определению —%.. Е(х) ат, так что в итоге (9) 
превращается в равенство ® 

со 

т.р. 2 ах — 1 тез Е(2) = 214. > гев Е(2). 

В общем случае это и означает (8) ч 
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Замечанме. Несобственный интеграл второго рода в утвер- 

ждении теоремы 25.3 существует только в смысле главного 

значения, в обычном смысле он расходится. 

  

  

  

(2) у 

Ск 

С х 
-В [р К 

Рис. 78 Рис. 79 

Примеры. 

Вычислить интегралы 

ео д? ] +5 зш 25 
= —— ат; 6) 2=5.. ах Я а 

Р. 

> а) Особыми точками функции Е(2) = (#1 +0 

4, .. 

являются нули знаменателя: 2 =1и 21 = =У-Ъ это всё 
9 

простые полюсы, причём только точки 21 = ети 2=е - 

находятся в верхней полуплоскости. 
Найдём вычеты, используя различные приемы: 

  

  

    

ь 22 1 
те Ре) = ВЕ 2} 

2 

г 2 1 11 

За В ни, 
= (“+1 49-1 Че _1 Ж=2 

3; 

1е4* 
Аналогично тез Е(2) = =: 

2=22 4 т —_
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Поэтому в соответствии с формулой (8) 

ге т 1 
д = че] = 

. а 1 4 и] 

    

  

  

е4 

ы Е .. ПП 
Иа Е = т [т = Бе ные И 5, 
2 41+ е48 2 | 25 : 

ей 

) Рассмотрим функцию Е(2) = 3-8’ КОТорая име 

ет простые полюсы в точках 0 =-2и я2=1-+} УЗ. 
Здесь Ш 2 > 0. 

= е-& 
Так как тез Е(2) = ‚ то тез ЕР(2) = 

2=2ь 2=20 12°’ 
2 

ве) е2(-УЗ+9) е-2У3 

тез Р(2) = о =- ** (1+ 
2=21 6(1—# 3) 24 е ( +13). 

+00 с ° 
Поэтому согласно (8) имеем ор. ] —— = 

—ю 28+8 

13 : о (“2 (вов 2+4 2) (1+ #У3)) = 
следовательно, 

п 
=шА=т (сока с (сов 2 — УЗ аш 2)) я 

25.4. Вопросы и задачи 

1. Вычислите с помощью вычетов интегралы от рациональ- 
ных функций: 

2?—++2 . 1 прах 

 [ 2+ 102497 | (22 + 4а2)2 2)2 (а>0); 
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+0 ах а Г 27 +13 
9) Г. ежи о 24-1322 +36’ 

со оо 12 а 

е) Г. в Л Г. (14286 и 

ат 

9) Г” (2+1) (22-ш-1’ 

. Вычислите ОИ интегралы: 

  18 25 4х; 
со 

а) [= ЕЕ Зтат; 5) [= 

с08 Зт зт? д — с03? 5 
1 

9) 2 (22 — ое ры 4) Г” (2 +485)” 
+ г эш(х — 2) + с03(3 — 85) 

9 |. +2 ® Л Г. 422 5 

. Вычислите интегралы (понимаемые в смысле главного 

значения): 

со шт. с05 5 
—_ (5; 9 [езда в [. рни-о 

+ зшхт В ат; 2 | Е а) К т с; 

оо 12 и) ах 

<) [ м 16; Л Г. (+1) (22 -ж- 12° 

  

  

. Выясните расположение дуги окружности Св и сфор- 

мулируйте вариант леммы Жордана, условия которого 

обеспечивают выполнение следующего равенства: 

а) Шт ] 1(2) е“*аг=0  приа<0; 
В+ со Св 

5) Ша (2) е“а2=0 приа<0. 
В-+оо Св  
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826. Вычисление несобственных интегралов 
(продолжение) 

26.1. Несколько замечаний общего характера 

Основная идея вычисления определенных интегралов по- 
средством выхода в комплексную плоскость состоит в ис- 
пользовании такой функции и такого замкнутого контура, 
к которым применяется основная теорема о вычетах. В ре- 
зультате возникает соотношение, откуда и находят требуе- 
мый интеграл. 

При вычислении собственных интегралов в п. 24.3 это до- 
стигается за, счёт замены переменной. 

В случае несобственных интегралов, которые сами по се- 
бе являются реализацией предельных переходов, естествен- 
но ожидать, что равенство, выражающее основную теорему 
о вычетах, следует подвергнуть предельному переходу (или 
нескольким предельным переходам одновременно). В этом 
процессе происходит непрерывная деформация контура ин- 
тегрирования, и при соответствующем выборе функции и 
контура в результате должны получиться искомый интеграл, 
а также известные выражения (чаще всего, но не обязатель- 
но, принимающие в пределе нулевое значение). 

'Таким образом, в общей ситуации решение задачи вычис- 
ления несобственного интеграла методами ТФКП начинается 
с выяснения двух вопросов: 1) какова интегрируемая функ- 
ция Е (2)? 2) каков контур интегрирования ? 

Простейшие примеры, иллюстрирующие вышесказанное, 
представлены в пп. 25.1 и 25.2. В первом случае Е(2) явля- 
ется аналитическим продолжением подынтегральной функ- 
ции, во втором — Ё(2) выбирается несколько иначе. Контур 
интегрирования одинаков в обоих случаях: одна его часть 
— отрезок действительной прямой -— присутствует необходи- 
мым образом, так как отсюда в пределе и получаются иско- 
мые интегралы; другая — дуга, обеспечивающая замыкание 
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контура, — такова, что интегралы по ней в пределе исчезают. 
Во всех изученных нами выше случаях вычисление ин- 

тегралов можно было провести в общем виде, что и нашло 

отражение в формулировках утверждения п. 24.3 и теорем 
25.1-25.3. Затем, при решении конкретной задачи соответ- 

ствующего типа, использовалась полученная формула. 

Если же требуется решить нетиповую задачу, следует пол- 

ностью реализовать описанную нами схему, как это будет 

показано в приводимых ниже примерах. 

26.2. Трудности в выборе функции 

Ви. 25.2 мы имели возможность убедиться, что комплекс- 

ная функция Р(2) не обязана быть аналитическим продол- 

жением подынтегральной. Встречаются и другие ситуации, 

когда выбор Е(2) не очевиден (см. пример ниже и п. 26.5). 

  +5 зт?х 
Пример. Вычислить интеграл [= 8 ах 

-—со 

е?7 == 1 

> Для нахождения [ выберем }(2) = —52 иконтур 

в„„› состоящий из отрезков [-В;—р] и [р;Е] действитель- 

ной оси и двух полуокружностей СкиС, (рис. 79). Функция 

1 (=) аналитична в замкнутой области, ограниченной кривой 

вр (особая точка 2 = 0 не должна находиться на линии 
интегрирования, поэтому её обходим по дуге С,). Согласно 
основной теореме получаем 

Е 
да = ] }(х) ах+ 

р 

+ Ледь+ | её + | Кгаг=о. (1) 
в Св ©, 

Поскольку других особых точек в конечной части комплекс- 
ной плоскости функция }(2) не имеет, равенство (1) справед- 
ливо УВ > КЮ и Ур, 0 < р < ро < ВЩ, а, значит, можно 
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совершить предельный переход при В -+ +0 ир-»0. 
При этом 

оо Й ледаь+ || 1(а) ат —* ор. м бан: 

0 
] /(г) аз = {2 = ре*, фЕ ©: = / 1 (ре) рае ар = 

Ра --[ рей +0) 1, 
0 2ре У б 2ре# 

= [ а+офу)ае ==. 
Интеграл по дуге Св распадается на разность 

е?” =: | е?” а 

еда | = | 5=4- | —, 
Св (2) се 222 С 2:2 св. 22? 

где оба интеграла исчезают при В -—> +с0 — первый в силу 
леммы Жордана, второй — по лемме 1 п. 25.1. 

Таким образом, равенство (1) в пределе даёт 

+59 2 _] 

ор. та а+тп=0 + 
155 8 

и (Г еее [^^ мае) 
.2. о ——_@]=-л, 

а 212 55 292 

откуда, проводя тригонометрические преобразования и вы- 
деляя действительную часть, имеем 

09 22 810 х 
=] ы ах =т 

Зо 

(заметим, что [ не имеет особенности в точке д = 0 и схо- 
дится как интеграл первого рода) я 
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26.3. Трудности в выборе контура 

В примерах этого пункта существенную роль при выборе 

контура интегрирования играет неоднолистность функции. 

Примеры. Вычислить интегралы 
+оо 

а) в= | и ‚ ПЕМ,п>2; 
о 
  
+1 

+ оо еР> ° 

—с 

> а) Возьмем К(2) =   
1 

ь Заметив, что на лучах 

27-1 
Иа 

ато 2 =0 и агб 2 = — поведение }(2) одинаково, в каче- 
п 

стве контура ув выберем границу кругового сектора радиу- 
2 

са В с углом = (рис. 80). Особыми точками /(2) являются 
(1+2) 

п простых полюсов 2 = У-1=е п ‚ К=О0.,...п- 1 
т 

лишь один из которых, а именно 2 = еп, находится внутри 

Ув. Поэтому 

$ 1 (2) аг = 2т%. гез }(2). (2) 
тв =о 

1 1 —_и"@-5 1 м 
Вычислив  гез }(2) = —т=-е тп =-- РЕ 

20 п п 

детально распишем равенство (2): 

(г) аз + (2) а2+ еда = "тет. (3) ло |, по [п 
Поскольку это равенство справедливо УД > 1, сделаем в нём 

предельный переход при В —+ со. Для этого найдём предел 

каждого из интегралов из левой части (3): 

со В 
ни | 1 (г) ах = В (=) аз=П;  
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2т: о 2 \ 2 
По = ант, ге юз = | 1( т)" ат = 

7 Е 
21: 

Я ет 21 
--[ Чт > ет ЦП. 

о 7+1 

  

  

: 2 Да [= во, р о] - 
Св т 

2п 2* 

  

        

  

    

  

    

=. ь : =. Ве 
= Ве") №е" ар = а. В (Ве) ве ар ] Теме +1 

» 712 

% т 7, 

х 

-Е 0 К 

Рис. 80 Рис. 81 

Оценим последний интеграл, используя неравенство 
2* х 

” Ве е+чи>щ-№: || 94 < [^ [зе < 
2* 

"” В 2т В 
< аф = —.: 0 

< |[ ВТР т ВЫ > 
при А - + со, так как п > 2. 

21 21 м 
Итак, из равенства (3) имеем: П-ет [= —=. 9, 

поэтому 
13 

214 еп 211 п 
в=-——. = 

2т Е Е т. п =” ие _ 7% зат — 
1-еп п (* ") п п» 

  

257 
  

еР2 
6) Выберем {(2) = —— ) рем (2) = +1 

поненты е? с периодом 27%, рассмотрим в качестве к кон- 

тур прямоугольника с вершинами в точках +В, +В + 21 
(рис. 81). Решения уравнения 

и, учитывая периодичность экс- 

#+1=0 + =Цы(-1=и (1+2), пЕЙ, 

являются особыми точками }(2). Только одна из них, а имен- 
но 20 = Е Ив. Очевидно, это простой полюс }(2). 

еР2 еР2о . 

Найдё ДЕ ее. дём вычет:  гез 1 (=) е-+1 = е 

20 

Поэтому 1 (2) аг = -2т1. еТ, те. 
7в 

В з 
] (=) ат+ | Л(=) 4+ | 1(2) «+ | Ка: = —2т-еП. 
—Е т 72 73 (4) 

Как обычно, перейдём в полученном равенстве к пределу при 

Е — +со. Для этого рассмотрим предел каждого из интегра- 
лов в (4). 

Во-первых, 

В +0 еР> 

и. | „Ло = | ие Ь, 
причём условие 0 < р < 1 обеспечивает сходимость этого 
интеграла. 

На верхней границе прямоугольника 75, где 2 =5+ 2%, 

—ЕВ еР (=+2т) 

хеЕ[-В;.Д], получаем [ ^э 42 = ] т ах = 

  
. В еР? ы 

= — 2279 ./ ах > —е?". при В > +0. 
_в е? +1 
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Изучим поведение интегралов на боковых сторонах пря- 
моугольника. Если 1 Е 7, то 2 = В+н, уЕ [0;21| , 

поэтому 2" ор(ВНЫ) 

лее | ———__ ау, 
Я 0 е 

следовательно, 

] 1 (2) аз 

где последнее выражение стремится к нулю при В -+ +, 
так как р < 1. 

Аналогично доказывается, что }(2) 42 0  вслед- 
яз 

  
  

  

ствие условия р > 0. 

Итак, равенство (4) в пределе приобретает вид 

[о — е?Р". |, = —2т% . в", 
значит, 

21% - еР" 214 п 
[2 = : = —— = — ч 

е?Р" —1 её — ей  зтрп 
  

26.4. Использование многозначных функций 

В следующих задачах применяются многозначные функ- 
ции д = Ш|2| +1 (атс 2 + 21) и 2“ =е“!*. Ранее 
было показано, что в области С\В», те. в плоскости с раз- 

резом по вещественной положительной полуоси, возможно 
выделение регулярных однозначных ветвей. Это, например, 
главное значение логарифма Ш 2 = ш |2| +тагр 2, аб Е 
[0; 2^), атакже 2 =е“!* = |211 82 уе В. В част- 
ности, при агб 2 =0 имеем =х>0 и 27° = |2 =1° > 0. 

Примеры. Вычислить интегралы 
со шх +со дР-1 

"= | 219 5) ь-| 2419 (0<р< 1).   

  

  

2п рЕ 2п рВ 
е е 

= < ау > 2 ФИ, 
<] + + 1] "< ет те 
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  > а) Пусть }(2) = 2 т ОАНозначная регулярная ветвь 

многозначной анна с особыми точками 20 = 0 (точка 

ветвления) и 212 = + (простые полюсы). Выберем кон- 

тур в» - границу верхнего полукруга радиуса, В с обходом 

точки 20 = 0 по дуге С, (рис. 82). Так как 77 в,р Не принадле- 

жит области аналитичности } (2), следует применить теорему 

24.2. Тогда, $ 1 (=) 42 = 2. тез /(2) ‚ или (5): 
У Е,р 

[ =) + [| Пеш+ | 9 =+ | га» = 211 те 

  2= 
Поскольку равенство (5) справедливо УЕ > Ю и Ур: 0О<р 

< р < №, совершим предельный переход при В -+ +со 
В 

и р—>0. При этом }(т) ах — Т, (легко проверить, 
р 

что интеграл сходится). Оценим интегралы по дугам: 

_ Г а 14 —_. Ш А+ о; 
[лэ= [ Иве*) вимар=: |" еее е'? аф, 

следовательно, 

р 1 (2) а 

при В > +со. Аналогично 

]. Кг аг| = 
ИЯ ” ($ РП р-+ 24| ] 

< = фр 1 4 > 0 У 

    
"ани - [| ь В 

< —_—_— вре < | 2 Вар в аф > 0 

0 

] 1 бери & 
  

    
при р ——0. Наконец, для 2Е\, те. для 2 = те",  
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Р штг-:л 
получаем ] (2) аз = СР +1 1 

-[ шг «+ | ал 

р 2-1 д НЕТ 

когда А — +00, р-»0. 

——____а(-г)= 

    
, 1 4 

и в+и | +1’, 

  

Рис. 82 

  

з п. 
Таким образом, поскольку Ш1=_-1, из равенства (5) 

: 2 
ыы 1 ау 12 

24. р = —$, + | +1 5 1   

2 1 
значит, ДП = 2 Ве (5 о :) =0. Заметим, что попутно по- 

  ено 3 а "3 — лучено значение интеграл =-. т в 2+1 2 
5) Возьмем ту однозначную регулярную ветвь функции 

2Р-—1 

(2 = для которой 22" = 11 > 0 при #=&>0. 

а в качестве контура, систему двух окружностей, 
соединенных разрезом [р; В] вещественной оси (рис. 83). Так 
как }(2) Е А(С \ В\) за исключением простого полюса 2 = 
—1 и непрерывна вплоть до границы В (т.е. на верхнем и 
нижнем "берегах"разреза при х > 0), то по теореме 24.2 
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Г. Ка + [ , её аг+ 

+ [ е@+ | ‚Пот. Ла ® 
(здесь у — нижний "берег" разреза, где х =те?"). 

Совершим теперь предельный пережо при В —> +0 и 

р—>0. Приэтом Г (т)ат — 15 (условие 0 <р<1 

обеспечивает сходимость интеграла). 
Далее, 

  
(2) 42 

Св   

2т 

= ] 1 (Ве®) печь < 
0 

  
в@-Па@- 0+ 

< [` |} Ве*]| 4 " „2 - Г < - Ре И  1А” <] В—1 
2" 

^ ЕР 4ф 0 при В- +0, так как р<1. 
0 

о 

] 1 (ре*) греФаф| < 
2 "т 

      

Точно так же 

  

  

  

2) а» = 
С 

  

  
„ ре-Бае-5я 

<] рее 
2" 

- | рР4ар — 0 при р-*0, поскольку р> 0. 
0 

  [ре] «< [" фр 
Л -1| 

Наконец, для &©Е// имеем (г) аг = 
5 

р в „(р-1).2т(р- 1) 
21 21% $ = а И Е 211 к ] 1 (ге") с" аг Е: а е”"" 4
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Е „р-1 2тр В „р-1 РЕ ; т р 

_ — = ес" ] ат > —е?"РЬ. 
в т+1 5 МЫ 

Найдём вычет: 

  

тез, Па=аР" = (—1)Р-1 = е 2-9" = е-".е" = ей". 
т 

2=—1 

ы а 
Поэтому из равенства (6) получаем 15 —е“”"? [5 = —214е'?” 

ет 214 п 
  ® 6=2т— = — = — 

2 е?"Р —1 в” — ве?"  зтрп 

+ со —1 

ба В ь (ет 2 = В(р, 4), 

где В(р, а) - бета-функция Эйлера. В частности, имеет место 

Замечание. Известно, что 

  
со дР-1 

равенство ] т ах = В(р,1- р). Таким образом, 
0 

В(р,1-р) = (0<р<1.   
зшрт 

26.5. Различные трудности 

В этом разделе мы рассмотрим примеры ситуаций, когда, 
и выбор функции, и выбор контура могут представлять опре- 

деленные затруднения. 

Примеры. Вычислить интегралы 
+ со а 

а) ГП = / е ® соз 2Ах ах ; 
0 
+оо 

5) ь= | ТР! соз атах, 0<р<1, а>0. 
0 

ут со 

> а) Если А =0, то имеем ] е-® ах = — 
0 

(интеграл Эйлера-Пуассона).   
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Далее, учитывая чётность косинуса, ограничимся случаем 
А> 0. Рассмотрим {(2) =е*, а в качестве контура, ув — 

прямоугольник с вершинами в точках +А, +А- Л (см. рис. 

84). Поскольку {}(2) не имеет особых точек в С, согласно 

основной теореме получаем (2) аг=0 += 
7в 

В 

] }(х) ах + [ 1 (=) + | (2) а» + [ (2) аг=0. (7) 
—Е т 72 23 

Перейдём к пределу при В -+ + со в равенстве (7): 

Во Г. де = [^^ е-?* ат = Ул. 
В +оо 65 

в Е 
Далее, гаг= ] (2 +1) ат = -[ е- (НУ дд = 

в 72 —В 

Е Е 
—е* ] е* (соз2 Ах — & 3122) 4х = —2е* ] е-?° со 4х 

= 0 

2 воо 2 2 

— —2е ] ее" соз 2х ах = —2е^ [1 при В -+ +0. 
0 

Интеграл по отрезку 71, где 2 = В+ й,, уе [0;^|, равен 
х х 

}(=)аг = ] е`(®+9)° фу = е-® ] е’ у ау. 
7 о о 

[ ‚да 
х 

а ы ] е\ а=е®е\л 0, когда В —+ +0. 
0 

Поэтому 
    

х 
ват ] е® [е- 9 ду < 

о 

Аналогичная оценка справедлива для ] }(=) 42. Таким 
яз 

образом, равенство (7) в пределе дабт 

Ут-2е\ Г =0 > в-Утей.  
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м & 
у 

1 7, 

х С» 

-К 0 В 0| р К, 
Рис. 84 Рис. 85 

5) Рассмотрим однозначную регулярную ветвь многознач- 
ной функции 27 = е(Р- 1) Ш2 — е(р- 1) (|2 + Фагв 2), 

где аге2Е [0,2м), и контур 7, изображённый на рис. 85. 

Функция /(2) = 2_'е “* аналитична и непрерывна вплоть 

до границы в # в. Поэтому согласно теореме 24.2 

Х. (2) а2=0 > Г Иедае+ [| (г) аг+ 

+ [ л9е+ Да) =0. (8) 
В пределе при В —+ +с0 и р 0 получаем: 

Е Е +со 

] (т) аз = ] Ре“ ар — ] Ре ‘4х = {+ =а1} 
р р 0 

1 оо р 1 

= — т е "= — Г(р) , 

ав 9 ар 

где Г(р) — гамма-функция Эйлера. 

Как и раньше, без труда доказывается, что 

В к.) 4==0, в ео.   
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Искомый интеграл возникает при рассмотрении 2 Е 7, 
где 2 =, уе [р, В]. Поскольку  {(4) = (и) Ре = 

ер-— 0(ш(%/) + г агв(4у)) „вау — „(р-1)(шу-+ 9/2) „—ву 

= уР-1.е =15 -е 19 = уР-1.е = 1). (совау—# зт ау), 

получаем ] 2) аз = Г аул ау = 

р 1)= В 
= ве - 1) ] 97-1 (с08 ау — & зшт ау) 4у —. 

р р—0,В-»- оо 

рт [| 
— —еР2 ] УР! (со ау — эт ау) ау. 

0 

Итак, предельный переход в (8) приводит к равенству 

е 5 

аР 
  

+0 

] 92-1 (со ау — # эт ау) ау = Г(р). (9) 
0 

др п. п. 
Так как е "Р2 = соз тр — 191 г то из (9) следует 

— 5 г 
[> = Ве (= го) = Ее сов РЁ < 

26.6. Вопросы и задачи 

Вычислите следующие интегралы при помощи вычетов: 

+оо со т — оо +3 

1. а) т 4 (аьеВ); 5) т? р 
0 22 0 13 

е* — Зе" +2 
23 

  

Указание. }(2) =  
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+2 ул 59° р а 

Е 22): —__ 0%; 2.4) | ит › Е №т> );  [ Е х 

оо рах _ обр 

с) ] си < 

  

оо 12 

0 2); —— @; 
@ Г” ет ее-ы «рей Э | вх” 

р [= 
Указание. Рассмотрите прямоугольник с вершинами в 

точках +А, А + л1. 

3 ор 55" аи И т 
"155 90 о 

ыы шт чо аа 
Е И! 

| а , (2+1)? ” 
2 Ш? 2 

(#2+1)2 
со 

4. а) 1] 21 зшатах, 0<р<1, а>0; 
0 

45° т 

<1; 9 | дз со ЗВ т 
    

  

Указание. }(2) = контур см. рис. 82. 

+ со оо 

5) ] зт (2?) ах; ] соз (22) ат (интегралы Френеля). 
0 0 

Указание. ](2) = е*; контур — граница сектора 
п 

0< || < В, 0 <. 
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$27. Суммирование рядов с помощью вычетов 

27.1. Базовые утверждения 

Основная теорема о вычетах может быть использована, 
для вычисления сумм некоторых числовых рядов. В отличие 

от задач, рассмотренных в 8825-26, здесь подынтегральная 

функция имеет в С счетное множество особых точек (полю- 

сов). Рассматривается последовательность расширяющихся 

областей, по границе которых проводится интегрирование, а, 
предельный переход в соответствующей последовательности 

интегралов и приводит к результату, содержащему сумму ря- 
да. 

Ниже приводятся две теоремы реализующие эту идею. 

Теорема 27.1. Пусть [(2) аналитична в С за исклю- 

чением точек 21, 22,...2т, среди которых нет целых дей- 

ствительных чисел, и пусть ](2) = о(1) при |2| - +00. 
Тогда 

  

+со 

1 рая Л(®) = ре» п, (1) 

> Проинтегрируем Е(2) = ло по границе Г, прямо- 
Зш 2 

1 : 
5) т (здесь 

число п Е М достаточно велико, чтобы точки 21, 22,...2т нал 

ходились внутри прямоугольника. Поскольку функция Ё(2) 

кроме этих особых точек имеет в С еще и простые полюсы 
во всех точках К Е Й, то по теореме 24.1 

Е(2 мм (ры + нае) 
= |К|<п 

ДК) 
с08 А 

угольника с вершинами в точках 2 = =(® + 

Г» 

= (-1)*/(&). Остается   Заметим, что тез Е(2) = 
= 

показать, что  Г(п)= Е(2) 42 ——0 при п —+ сю. 
п  
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Действительно, обозначим стороны прямоугольника ^)1, уз, 

)з, 74. На стороне 71, параллельной мнимой оси, имеем 2 = 

п +9, где уЕ [-п;п]. Тогда 
2 

вы : 1 а 
эт ЫС = 5 = и) = т УС = 5) со8 у 

п... . а 
+ 08 ЫС + 5) зш ту = (-—1)” св лу, 

следовательно, 

[|=   < т шах о [35 
    
] Ее) 42 

оо а 

< т шах | [| дс = т нах |190, п, 
ХЕ 

св пу 5 

в силу условия теоремы /(2) = о(1) при |2|- а Отме- 

  тим, что в выкладках использовано равенство Г. Ь = 

—= СВлу 
которое легко проверить. 

Если 2 Е 72 - верхней стороне прямоугольника, то & = 
1 . : 

х+т, где |] <п+5. Поэтому |5в л(2 +) = 

    
_1 п (т-т) —т(=+т) 1 тт _ ет > 1 ет 
= 2 е —е = 2 (е ) 4” 

тогда 

—1-3 4 
= ] Еда] < 4т шах |2) ., |= 

      

  

= 4т шах |/(2)|(2п + 1)е""—0, п. 
272 

Аналогично оцениваются [3 и [4. Отсюда и следует (1) ч 
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Теорема 27.2. Пусть }(2) аналитична в С за исключе- 
нием точек 21, 22,...2т, среди которых нет целых действи- 

1 
тельных чисел, и пусть ](2)=о Е при [2| +0. 

Тогда оо м 

У 9 =- У) ке («КФ ав та). (2 
К=Ь—со = я 

> Доказательство проводится так же, как в предыдущем 
случае. В качестве контура интегрирования Г„ рассмотрим 

н 1 границу квадрата с вершинами 2 = =(® + =) Е (= + =), 

где п © М достаточно велико, чтобы все особые точки {/(2) 
попали внутрь Г». Функция Ё(2) = л{(2) св л2 имеет еще 
простые полюсы во всех точках 2, = КЕ Й, часть из которых 
(при || < п) принадлежит внутренности Г,. Найдем 

|. = 2%. тез Р(2) = тез тЛ(2) совта _ п/(2) совтя 
2 эшла (зчпт2)" 

Согласно основной теореме о вычетах, 

$ Е(=) а = 2т (= Е(2) + У 1 ). 
|< 

Остается установить, что Е(2) 42 0, п > <. 
Г» 

На сторонах квадрата 71, 73, параллельных мнимой оси, 
1 

2 = «(+ 5) + Я, тогда 

1 1 
|5 "(+ ("+ =) +9 | = | эт ("+ 5) соз ту- 

\ = 
+ с08 ("+ 5) виа йту = слу. 

Аналогично [сов "(= («+ 5) +) | = |3 лу |,
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—е "т 
так что  |с45 п2| = |4 лу| = «4: 

    — е "у 

На сторонах квадрата 7, 74, елЕЕНИ вещественной 

оси; # =: (. а 5) . Используя известные неравенства, 

[соз 2| <сВу, |5т12|>|3В и, 

оценим 

1-+ет 1 = е-—т(2"+1) 

) = 1-е"` 
|ещета] < [ету = [вт (п+5 21—29 

Итак, при любом п Е М |с& лз| а < си для некото- 
ео т 

рой константы со, следовательно, 

  

  

$ п}(2) сё паз 
т 

< пшах | { (2)| $ | 65 л2| 43 < 
2ЕГь Ра 

< 4по (2т + 1) пах |1(2)| —>0, по, 

поскольку |2||/(2)| = (1) при |2|-— +0 < 

27.2. Примеры 

Вычислить а следующих рядов (а > 0): 

  
со со т , г (-- 

д ня 92 
4 

> а) Функция }(2) = эта, аналитична в С за ис- 

ключением двух простых полюсов в точках 2 = а, кроме 

1 
того |}(2)| ^^ РЕ при |2|- +00. По формуле (3) п. 23.2 

найдем 
т 

п} (2) тез 8 72 — и РИ: 
геё — = — т Е . 
ая зтла м 2244? 20 зщ п 2а ЗВ ла 
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То же значение имеет гез : 
—а 5ш ПА 

о (-1* __л 
2+ а? — а зв ла’ 

К=Ь—с 

  ‚ следовательно, согласно 

(1) получим 

  

Остается заметить, что для членов данного ряда верно ра- 
венство а_; = ак, значит, 

+ со со (—1 (1% 
> на -=2 уе +, 
    

=— А=1 

откуда - 0 ИИ п 1 а 

у 2+2? Заз ла 2а2 

  

5) Для 1 (2) = с простыми полюсами 2 = ай 

и ый = ^{(2) сё л2 вычислим 

п бл тп с п п св ла 
гез Е(2) = гез = = = = . 
о (2) а 22+ а? 2 2а ее +) 

а 1 п с ла 
Поэтому согласно (2) р вте- а Заме- 

тим, что ий 21 2 ее К? +а 
со 

1 1 — ле ла 
2» Рае а так что 

&=1 

= У ая следовательно 2 93 › = К? + а 

а 

1 1 
› => (па с&В ла -— 1) < 2 2 Е К? -+а 2а2    



  

  

  

> с) Используем результат примера а), рассматривая 

(-0*   сумму ряда как функцию параметраа: 5(а) = та. 

=1 
Поскольку ряд сходится равномерно относительно а Е В,, 

1 ща. 0 _ 
> к =>. а о Ва 
К=1 =1 

  

П. па па—зВ ла _ п? = _ 1) = Е И 
= № о 2а2 в па а—0 2а2 зв ла 12 

  

27.3. Вопросы и задачи 

Найдите суммы следующих рядов: 

   Ее 
4) 5. а > (@#7); ©) У в т @>0. 

2. а) я о ен 

У 4) аа 1 
д У (а (а 2); 

0 (1-1 

5х 3. а) У ы; 

= 

(а>0, ав 7); 
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Глава 7 

Элементы геометрической теории 

828. Логарифмический вычет. Принцип аргумента. 

Теорема Руше 

28.1. Свойство логарифмического вычета 

Определения. Пусть }(2) — однозначная аналитическая 
(2) 
(г) 

логарифмической производной функции }(2). И 

Г(2) 42 
„ 1(2) 

вычетом пра } (=) относительно замкнутого контура 7. 

  в некоторой области функция. Выражение называется 

>: 
Число ыы   называется логарифмическим 

Теорема 28.1. Пусть О - ограниченная область, функ- 

ция }(2) аналитична в замыкании О за исключением, воз- 
можно, конечного числа особых точек, которые все явля- 
ются полюсами. Пусть на границе О) области функция 

(=) =0 ине имеет особых точек. Тогда 

1 Г(=) 
214 Лор (2) 

где №; иР; - полное (т.е. считая с кратностью) количе- 
ство нулей и полюсов }(2) в Р соответственно. 

  42 = № -Р;, (1) 

11 Если функция /(2) аналитична в некоторой области, причем 1(2) 20, то су- 
ществует Га Я @). Дифференцирование любой регулярной ветви логарифма даёт 

(Гл /(2))' = г. 5   . Отсюда и происходит название.
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> Пусть 20 - нуль порядка К функции {(2). Тогда су- 
ществует окрестность точки 2, где (2) = (2-— 20)* $(2), 
причем ф(л) #0 и 4(2)Е .А(л). Так как [(2) = 
К (2—2) 1 (2) + (2-2) $ (2), то 

5) @ _ че в 
Г(2) $(2) (# — 2) 22% 49(2) 

Поскольку второе слагаемое в правой части (2) — аналитиче- 
ская в окрестности 2 функция, точка 20 является простым 
полюсом для #(2), причём  гез #(2) = К. 

2=20 

  (2) 

Далее, пусть 29 — полюс порядка {| функции }(2), тогда 
1 

для функции 9(2) = 7 (доопределённой в 2° по непре- 
Е 

9'(2) _ _Г(@)   рывности) эта, точка — нуль порядка [. Так как 

то в соответствии с проведёнными выше выкладками имеем 

—_ 9' (2) _ 
2 т ета = 

  

  Заметим, что особые точки функции й(2) = исчер- 

пываются нулями и полюсами /(2). Согласно следствию 1 из 
теоремы 19.1 у функции {(2) может быть в Р лишь конечное 
число нулей (иначе }(2) =0, что противоречит условию). 

Итак, №(2) имеет конечное число особых точек, причем все 
они находятся внутри О. Обозначим через 201,...,2 нули 
}(=) в О, а через Ё1,...,К» соответственно — их кратности. 

Пусть также 20,...,20 - полюсы {(2) порядков Ц[,... т 

соответственно. Тогда по теореме 24.1 ° — ®(2) 42 = 
218 Лор 

и + ны к ь- =М,-Р; ч 
=1 

  
9(=) 12)’ 
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Итак, для функции, удовлетворяющей требованиям теоре- 
мы 28.1, логарифмический вычет относительно контура, 

ограничивающего некоторую область, равен разности меж- 
ду полным количеством её нулей и полным числом, поллосов 

внутри этой области. 

Замечание. В случае неодносвязной области ) под 00 

подразумевается полная положительно ориентированная гра- 

ница, этой области. 

Примеры. 

Найти вычет функции, являющейся логарифмической про- 
2—зш 2 

(2+2)? ’ 
1 

а) д=0; 5) л=-; с) ®=5. 

изводной {(2) = относительно точки 29, если 

> а) /(2) имеет в точке 2 = 0 нуль 3-го порядка (до- 
кажите!) Существует проколотая окрестность К(20), не со- 

держащая полюсов и нулей функции }(2). Пусть замкнутый 

контур 7 таков, что 20 Е И\У, 77 С К. Тогда по теореме 28.1 

ле _ 1 (2, 
28 Ле) — эт: Л, Ло) 

где М у-и 2 ; - соответственно полное количество нулей и по- 
/ 

люсов ](2) в области ий‘. Поэтому  гез С о = 
2=0 }(2 

5) Точка ло = —1- полюс второго порядка } (=). Рассуж- 
а 

дая аналогично предыдущему, получаем тез ге) =-2. О 
1 

с) Наконец, точка 20 = 2 - правильная точка } (=), н 
/ 

являющаяся нулем, поэтому ые Г) =0 ч 
$ (2) 

=М№-Р,, 
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Заметим, что обычно интерес представляет проблема про- 
тивоположного свойства: как из каких-то иных соображений 

найти значение логарифмического вычета, чтобы, например, 
определить количество нулей аналитической функции в дан- 

ной области. Подход к решению этой проблемы даёт так на- 

зываемый принцип аргумента. 

  

28.2. Принцип аргумента 

Пусть 77 - гладкая кривая, которая соединяет точки 2 
и 21 и не проходит через начало координат. Тогда для каж- 

дой точки 2 Е у справедливо представление 2 = те, где 

ае Агр2. Если начальному положению точки кривой соот- 
ветствует некоторое значение аргумента 0 и при движении 

точки по 77 угол, непрерывно меняясь, достигает значения 

ол ‚то приращение @1 — 0 называется вариацией аргумен- 

та 2 при проходе кривой ^) и обозначается У Атр 2. 

На рис. 86-88 представлены различные примеры кривых 

и соответствующих приращений аргументов. В частности, 

Уаг Атех = а! — ми (рис. 86); в случае замкнутой кривой 
7 

\Уаг Ат 2 =0, если начало координат находится вне 77 (рис. 
7 

87) и \э Аге2 = 2тп, если кривая совершает п, оборотов 
и 

вокруг начала координат (рис. 88). 
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Определение. Пусть /(2) — однозначная непрерывная 
на у функция, не принимающая нулевых значений. Чис- 
ло Уаг Атё }(2) называется вариацией аргумента функции 

} (2) при проходе точки # по кривой 7. 

Результат теоремы 28.1 теперь можно представить в дру- 
гой форме. 

Теорема 28.2 (принцип аргумента). Пусть (2) - 

функция, аналитическая в области за исключением, ко- 

нечного числа особых точек, 7} - замкнутый контур, ищу с 
р. Если }(2) не обращается в нуль и не имеет особых то- 

чек на 7, а все особые точки, находящиеся внутри '/, яв- 
ляются полюсами, то 

Узг Атв }(2) = 2 (М, -Р,), (3) 

где №; и Р; - соответственно полное количество нулей и 
полюсов }(=2) внутри“. 

> Заметим сначала, что согласно п. 16.3 (см. пример 2 и 

замечание) интегрирование по гладкой кривой С’, не прохо- 
дящей через начало координат, от точки А до точки В даёт 

а 
с =шВ-—ША+ 21 = ш|В| - Ш|А| + Уаг АтёС (4) 

а 

(здесь п — число полных оборотов вокруг начала координат). 
Пусть 2 пробегает контур 77 с началом (и концом) в точке 

2, тогда точка ш = }(=2) движется по некоторой гладкой 
замкнутой кривой Г, причем о = {} (2) ЕГ, а ш=0 Г, 
так как (2), 720. В силу теоремы 28.1 и (4) имеем 

1 "(= 1 аи 1 
М, —Р;= — Г) =-_ Ф — =-—_ Ум Ато, 

21% Л, 1(2) 2% ши тг 
так как кривая интегрирования замкнута. 

Поскольку Уаг Агр и = \Уаг Атв }(2), получаем (3) < 
я    
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28.3. Теорема Руше 

Теорема 28.3. Пусть Р - ограниченная область, кон- 

тур ЭР - ее граница; функции 1(=), 9(2) е А(О). Если 

|1(=)| > |9(=)| Уз е д, 
то Мщу= М,  (3десь М;49 и М; - полное число нулей 

соответствующей функции внутри О). 

(и) 

Рис. 88 Рис. 89 

> Так как [7(2)|> |9(2)|>0 при Е ДО, то 

72) > 0, |4(е) + 9()| >19 - 9 > 0, 
значит, функции Е(2) = { (2) + 9(2) и 1(2) не имеют нулей 
на ОД. В соответствии с принципом аргумента 

1 1 
Мучь = 52 Увг Атв (2), М => ат Ав (2). 

Тогда, 
1 

ыы — М; = — == (= о _ Уаг Ат8 (2) = 

1+9 _ 9 ВЕ — 1+9}. 
> Е уг Атв 1+ 

Из равенства ш=1+ . следует ш-И= | | Так 

как в точках границы |{(2)| > |9(2)|, то ш-П<1. По- 
этому при обходе точкой 2 границы О точка и движется 
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по некоторой непрерывной замкнутой кривой Г, находящейся 

внутри круга, расположенного в правой полуплоскости (см. 

рис. 89), значит, она, не может совершить оборота вокруг 

начала, координат в плоскости (1). Таким образом, 

9) _ — Узг Атё (1 + ® = Уаг Аг ш=0, 

следовательно, Му = №; ч 

Примеры. 

1. Найти количество нулей многочлена Е(2) в области О, 
если 

а) Е(з) =226 53 +2-1 О={|<0; 
9) Е(2) =З + -А+Н2Р + Р={1<||<?}. 

> а) Заметив, что Е(2) - целая функция, представим 

её в виде Е(2) = [(2) + 9(2), где {(2) = -523, 9(2) = 
226 + #—1. Поскольку 

|9(=)[ = [228 +221 < 28+ | +1, 

= < 4. В = то |962] р = 96] ,_, 54 Вто жевремя |/(2)| 7 =5 
поэтому в силу теоремы Руше многочлен Е(2) имеет внутри 

единичного круга столько же нулей, сколько { (2), т.е. три. 

5) Введем обозначения 7/1 : |2| =1; %:|2| =2. Так 
как при 2 Е 7! справедливы соотношения 

| 82| =8, [327442 +2224 <3+1+2+1=7, 

то по теореме Руше у функции Р(2) внутри круга, ограни- 
ченного //1, находятся четыре нуля. 

Аналогично, оценивая при 2 Е 2 выражения 

[327 = За" = 384, [128—822 < 28+48.24+-2.2241 = 169,    
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заключаем, что внутри окружности 7 многочлен Е(2) имеет 
семь нулей. Поскольку на окружности {|2| = 1} у данного 

многочлена нулей нет (откуда это следует?), то в кольце 
р = {1<|2| <2} имеется ровно три корня Е(2) ч 

2. Найти количество корней уравнения 322 — 6 12 =0 

в области О = {|2|<1}. 

> Если 9(2) = -&®# и Д(2) = 327, то для |2 =1 
имеем |/(2)|=3|2?=3. 

Кроме того, при тех же значениях 2 справедливо нера- 
венство  |е=| <еЧ =е (проверьте!). Следовательно, 

19(2)| =|- 4 < 5 хе" +2 *]) <е<3= (2), 

если |2| =1. Значит, у данного уравнения в круге О столько 
же корней, сколько у уравнения /(2)=0, те. два ч 

3. Основная теорема высшей алгебры. 

Доказать, что многочлен  Р,(2) = ао2"+а12" 1+. .-+ав, 

а, Е С, % 0, имеет в комплексной плоскости ровно п 

корней (считая с кратностями). 

> Пусть 1(2) = а”, 9(2) = а." "+.--+ав, тогда из 

равенства 

от [м @"\ _ 
р 1& _ а0 Г (- з \ и) и 

следует, что найдется окружность ‘ув, = {2 : |2| = №} до- 
статочно большого радиуса, во всех точках которой 

9 < > 9. 
Ка 

Тогда по теореме Руше (все ее условия выполнены) мно- 
гочлен Р(2) имеет столько же нулей внутри ’ув., сколько и 

1 (2) = а02", те. ровно п. Осталось заметить, что это верно 

при любом значении В > А, ч 

  

  

28.4. Вопросы и задачи 

1. Непосредственным вычислением найдите вычет логариф- 

мической производной функции /(2) относительно точ- 

КИ 20 52 со, являющейся полюсом порядка [. 

. Пусть 9 Е .А(2), точка, 20 72 со — нуль порядка п функ- 
/ 

ции / (2). Найдите вычет функции и > 9(2)  отно- 

сительно 20, если 

а) 9(2) 70; ) 9(2) =0. 
. Пусть 9 Е .4(4), точка, 20 52 со — полюс порядка [ функ- 

ции (2). Найдите вычет функции го . 9(2)  отно- 

сительно 20, если 

а) 9(0) 70; ) 9(4)=0. 
. Найдите вычет логарифмической производной функции 

}(=) относительно точки 2, если 

о Ве 
в) 1(2) — — с05 # р 

2 =0; х=л; 2=-8. 

—— 0 =0; ж№=л; ж=2м. 
(1 — соз =)? * ? ? 

. Найдите логарифмический вычет функции /(2) отно- 

сительно т у, если 

в! ) ®- 7={=2}; 
о; ==. 

1 
. Докажите, что внутри круга {= = 5} многочлен 

БР, (2) = о.” + аи 127 1+ --- 1241 (% ЕС, || =1) 
не имеет корней.    
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7. Докажите, что в круге {|2| < 1} при Ал > 1 существует 

только один корень уравнения 2е^* = 1, причем 

этот корень вещественный. 

8. Найдите количество нулей многочлена Р(2) в области 

О, если 

а) Р(=28-627+228-244, р={|2|<1; 

5) Р(2=28+4844-122843245, Р={1<|#|<?}; 

©) Ра=а?+6А-ы +0, ОБ={1<|2|<?}; 

а Рад=Ачы+(2+92+1, Р={8>Ц. 

829. Свойства конформных отображений 

29.1. Критерий однолистности отображения 

Пусть в области Р С С определена однозначная функ- 

ция, для которой выполнены условия / е А(Р) и /'(2) # 0. 

Тогда, согласно утверждению 1 п. 7.5 отображение {}(2) кон- 

формно в каждой точке О. Однако оно не обязано быть 

конформным в области ОР (см. примеры а) и 6) п. 6.1), по- 
скольку обратное отображение может быть неоднозначным. 

В п. 7.5 было приведено следующее очевидное 

Утверждение. Пусть однозначная функция }(2) ана- 

литимчна, однолистна в р и }(=) #0 Уз Ее О. Тогда отоб- 
ражение ш = }(2) конформно в О. 

Далее выясняется, что при условии однолистности требо- 
вание }’(2) = 0 излишне. 

Теорема 29.1. Однозначная функция }(2), аналитичес- 

кая в окрестности точки 20, однолистна в некоторой окрест- 
ности этой точки тогда и только тогда, когда }’(л) #0. 

> Если [’(20) 72 0, то теорема 6.3 утверждает существо- 

вание однозначной обратной функции в некоторой окрестно- 

сти точки що = } (20), т.е. локальную однолистность ](2). 
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Для доказательства обратного утверждения предположим, 
что }’(2) =0. Тогда по теореме Тейлора в окрестности 2 

справедливо представление 

1(=) = о +в (2-— д) + сыа(2— а) +..., 

причём со = ] (20), ск 0 при некотором КЁ >2. 

Обозначим (2) = {(2) —Л(20), $) = (2— 20)*4(2) ‚ где 
(2) Е А(^), 4 (20) = = С 2 0. 

Заметим теперь, что точка 20 не может быть предельной 
для нулей ]'(2) (иначе по теореме единственности }’(2) =0, 
а, значит, }(2) = сопзф, что противоречит однолистности). 
Поэтому найдётся такое число д1 > 0, что ]’(2) #0 при 

0 < |#— 2| < д1. Кроме того, в силу непрерывности (2) су- 

ществует такое число д2 > 0, что 4(2) = 0 для |2-2| < д2. 
Следовательно, при 0 < |2 — д| <р, где р < шщ{д1,д2}, 

выполнены оба, эти условия. 
Рассмотрим на окружности , = {|2 — | = р} непрерыв- 

ную вещественнозначную функцию |$(2)| > 0. Так как 7, - 

компакт, существует уе [Ф(2)| = т, причём т > 0. Стало 

быть, для любого чаво числа а Е С, что 0 < |а| <т, 
справедливы неравенства: [2(2)| > |@|, 

|6(=) — а] > |#(2)| - [@|>0, если |2— | =р. 
В силу теоремы Руше у функции $(2)-а= {(2)- (л)- 
внутри круга |2 — 20| < р столько же нулей, сколько их име- 
ет $(2), то есть К. Значит, и уравнение {[(2) = о+а 
также имеет К > 2 корней в этом круге. Но 2 таким корнем 
не является, кроме того, }’(2) 0, так что все корни одно- 

кратные. Итак, в К различных точках сколь угодно малой 
окрестности 2 функция {}(2) принимает равные значения, 
что противоречит её локальной однолистности ч 

Таким образом, аналитическая однолистная в области 

р функция } осуществляет, конформное отображение этой 

области на множество С = }(Р).  
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29.2. Сохранение области 

Вернемся к рассмотрению однозначных, но, вообще гово- 

ря, не однолистных отображений. 

Теорема 29.2 . Пусть В - область, функция {(2) Е (р) 

и не равна тоэждественно постоянной. Тогда образ С = 

Г(Р) также является областью. 

{> В соответствии с определением области требуется до- 

казаль, что: 1) С - открытое множество, 2) С - связное 

множество. 

1) Рассмотрим произвольную точку 10 Е С, пусть 20 — 

один из ее прообразов в Л. Так как множество О открыто, 

найдётся круг {|2 — 20| < р} © р. Более того, уменьшая в 

случае необходимости значение р, можно утверждать, что в 

замкнутом круге {|2 — | < р} не содержится других про- 

образов точки 10 (поскольку / (=) 72 сопз%, такие прообразы 

должны быть изолированными точками В ДР в силу теоремы 

единственности). 

Рассуждая, как в доказательстве теоремы 28.1, для функ- 

ции $(2) = /(2) — ш и окружности 7р — {|2 — | = 2} 

заключаем, что существует тт (=) =т>0. 

Покажем теперь, что круг К = {№ — | < т} СС. 

Действительно, для произвольной точки ЕК, Ш, 

имеем |ш’— що| < т. Поскольку 

12| >т> м" | > 0, 
2Е7р 

то в силу теоремы Руше уравнение 

12 -ш=0 > Ф(2) + (ш-\щ) =0 

имеет в круге {|2 — 20| < р} столько же корней, сколько 

нулей внутри р У функции (2), те. по крайней мере один 

корень (точка 2 может быть кратным нулём $(2)). 

Итак, существует такая точка =’, что |2'-20| <ри (2) = 

и, те. Ш ЕС. В силу произвольности выбора и Е К 

получаем КСО.   
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2) Пусть ил, 12 — две произвольные точки С, а 21 - ОДИН 

из прообразов и: в О, аналогично 22 — один из прообразов 

ш2. Так как 21 и 22 принадлежат связному множеству ДО, 

то существует такая непрерывная кривая 7 : = Л (а < 

{< 2), что а = А(а), 22 = ^(В), причём 7 С р. Тогда 

Г = { (7): ш=Л (^(+)) также является непрерывной кривой, 

при этом Г соединяет точки чл и 12 и принадлежит С, так 

что связность С доказана “Ч . 

29.3. Свойства конформных отображений 

Отображения, обсуждаемые ниже, обладают некоторыми 

важными свойствами, которые формулируются как основные 

принципы конформных отображений. 

Теорема 29.3 (принцип сохранения области). Пусть 

Р. — область, функция 1(=) Е А(Р) и однолистна на р. То- 

гда образ @ = 1(Р) также является областью. 

> Утверждение является частным случаем теоремы 29.2 ч 

Теорема 29.3 (принцип соответствия границ). Пусть 

р и С - ограниченные односвязные области комплексных 

плоскостей (2) и (ш) соответственно; ит границы 90 и 

9С — замкнутые жордановы кусочно-гладкие кривые. Пусть 

функция ш = }(2) Е А(Р)пС(р) и взаимно однозначно с со- 

хранением ориентации отображает 9) на дС. Тогда функ- 

ция }(2) конформно отображает Ш на С. 

> Возьмём две произвольные точки 1 © С шв Си 

рассмотрим функции Е (2) = (2) -ил и Е»(2) = }(2) и. 

Если точка 2 пробегает границу ЭР в положительном на- 

правлении, то конец вектора 1(2) — шт обходит ЭС один раз 

в том же направлении, при этом вектор Е\(2) поворачива- 

ется на угол 2п (см. рис. 90). Аналогично конец вектора 

1 (=) — 2 также обходит 9С один раз, но при этом угол по- 

ворота, вектора Ё>(2) равен нулю (рис. 91). 
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Заметим теперь, что №(2) = /(2) — чь е А(Р) пС(), 

вы) ь #0 (Е =1;2). Поэтому по теореме 28.2 
2 1 

М№в, = 2 Уаг Агв Е!(2) =1, Мь, = 5 Уаг Агв Е(2) =0. 

Это означает, что уравнение (2) = ил имеет ровно один 

корень в области О, в то же время у уравнения {(2) = и 
корней в О нет. Таким образом, соответствие, устанавлива- 
емое функцией и = ](2) между областями Д и С, взаим- 
но однозначное, поэтому (с учетом аналитичности }(2)) это 
отображение конформно9в р ч 

  

Рис. 90 Рис. 91 

`29.3. Вопросы и задачи 

1. Докажите, что не существует конформного отображе- 

ния плоскости С на единичный круг. 

2. Найдите все функции, конформно отображающие плос- 
кость С на себя. 

3. Имеет ли место принцип сохранения области для непре- 

рывной, отличной от константы функции (2)? 

Указание. Рассмотрите образ вертикального диаметра 
круга О = {|2| <1} при преобразовании }(2) = 22+. 

4. Покажите, что в теореме 29.3 требование ограниченно- 

сти областей Др и С существенно. 

Указание. Рассмотрите области р = {Ша 2 > 0}, С = 
{шш> 0}, /(2)=2. 
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$30. Принцип максимума 

30.1. Принцип максимума модуля аналитической 
функции 

Теорема 30.1. Пусть }(2) е А(Р) ине является посто- 
янной в области Р. Тогда максимальное значение |}(2)| не 
может достигаться в точке О. 

> Предположим противное: существует такая внутрен- 
няя точка 20 области О, что |}(2)| = шах [1 (2)| = М. В 

силу теоремы 29.2 точка 5 = }(20) является внутренней 
для области С = }(Р), те. найдётся некоторая окрестность 
Ко = {№ — | < р} СС. Но тогда существует ил Е Ко, 
для которой |ил| > || (рис. 92). Итак, в некоторой точке 
а ЕД получаем |/(21)|> М = 

  

Рис. 92 

Следствие 1. Если О - ограниченная область, }(2) Е 

А(Р)пС(), то шах |1) = шах |/(2)|. 
> Пусть {(2) =ч-+®, тогда |1(2)| = /ч?(т, у) + 1?(5, 9) 

— по условию непрерывная в замкнутой ограниченной обла- 

сти функция. Следовательно, |{(2)| достигает своего макси- 
мального значения на Ш. Если }(2) отлична от постоянной 
вр, то по доказанному максимум |](2)| достигается в гра- 

ничной точке. Если же ] (2) — константа, требуемое равенство 
очевидн0о ч



о 

Следствие 2. Пусть О - ограниченная область, НН, ВЕ 

А(р)оС(р) и Л(2) = (2) во всех точках 2 Е ЭР. Тогда 

(2) = №(2) на ВБ. 

{> Рассмотрим #2) = 2(2) - №(2). Так как 1ЕА(Р)п 

С(О), в силу предыдущего утверждения У2 © р имеем 

|7 (2)| < шах |1(2)| = 0, откуда (2) =0 нар ч 

Следствие 3. Пусть {(2) © А(Р) не является посто- 

янной в области О и }(=) 32 0. Тогда минимальное значение 

|1(2)| не может достигаться во внутренней точке О. 

> Утверждение следует из теоремы 30.1 и очевидного 

равенства пуп 11(2)\ = шах ТС 

30.2. Принцип максимума и минимума гармониче- 

ской функции. Задача Дирихле 

Напомним, что гармонические функции и некоторые их 

свойства обсуждались в пп. 6.2 - 6.3. 

Теорема 30.2. Отличная от константии функция (т, У), 

гармоническая в области О, не может достигать ни своего 

максимума, ни своего минимума в р. 

> Заметим, что для данной функции и(т,у) Е (О) су- 

ществует такая сопряжённая функция %(т,у) Е (р), что 

(2) = шт, у) + (ту) А(Р) (теорема 6.4). 

Рассмотрим 9(2) =е 2) Это аналитическая в области 2 

функция, причём 9(2) +0 вр. Так как [9(2)| = е\ (т, 9) ‚ то 

предположение, что в некоторой точке (то, 0) © В функция 

и(т,у) принимает максимальное значение означает, что в с0- 

ответствующей точке 20 достигает своего максимума |9(2)|. 

Это может случиться только лишь при 9(=) = сопзь, а, зна- 

чит, только если (т, у) = с0п3, что противоречит условию. 

Для доказательства "принципа минимума" отметим, что 

  

289 

если в точке (10, %) Е Р функция и(х,у) Е Н(Р) принимает 

минимальное значение, то гармоническая функция —и (5,9) 

имеет в (50, \) максимум Ч 

Следствие 1. Если О - ограниченная область, то функ- 

ция и(т,у) Е Н(Р)П С(Ф) принимает на границе области 

как максимальное, так и минимальное значение. 

Задача Дирихле для уравнения Лапласа Ди=0. 

Требуется найти решение уравнения Лапласа в некото- 

рой области О, непрерывное в О, те. функцию и(т,у) Е 

н(р)пс(Ф), которая принимает заданные значения на гра- 

нице области: и(т,у)|5р = р (х,у), где №(х,у) Е С(9р). 

Задача Дирихле разрешима не для всякой области. Одна- 

ко если известно, что решение существует, а Р — ограничен- 

ная область, то решение единственно. А именно, справедливо 

Следствие 2. Пусть О - ограниченная область, щ (т, У), 

из(2,у) Е Н(Р) п С(Р) ч и (2, у)|5р = из (т, у)|р- Тогда 

ил (т, у) = из(т,у) в В. 

> Доказательство проводится применением следствия 1к 

и(г, у) = ша (у) — (1,9) Е (Р)П С(р) ч 

30.3. Вопросы и задачи 

1. Приведите пример, показывающий существенность тре- 

бования /(2) 7 0 в утверждении о минимуме модуля 

аналитической функции (следствие 3 н. 30.1). 

2. Докажите принцип минимума модуля аналитической фун- 

кции непосредственно на основе теоремы 29.2. 

3. Известно, что аналитическая в круге {|2| < 4} функ 

ция /(2) отвечает условиям 28 = (5+2 е® и 

шах | (2) =3. Найдите Ве {(2).



  

Е $2. Найдите ри | с0$ 2] 

. Для функции {(2) Е .4({|2| < В}), отличной от кон- 
станты, рассмотрим 9(г) = и [7(2)|. Докажите, что 

=|<г 

9(т) строго возрастает при тЕ (0; А). 

. Пусть О - ограниченная область с границей ОО, }(2) Е 

А(Р) п С(р) не является постоянной в области О, но 
|1(=)| = сопзф при 2 Е О. Докажите, что существует 

хотя бы одна точка 2 Е О, где }(2) =0. 

. Докажите утверждение (вторая теорема Вейерштрасса): 
Пусть О - ограниченная область, (2) е А(Р)пС(р) 

© 

Уп и ряд у }[2(2) равномерно сходится на границе 

П=1 к 

области д). Тогда этот ряд равномерно сходится на О. 

. Вещественная гармоническая в В? функция и(х, у) яв- 
ляется ограниченной сверху, те. при всех (2,у) Е В2 
для некоторого числа М : и(т,у) < М. Докажите, что 

и(х, у) — константа. 

Тот же результат имеет место для гармонической в В? 
ограниченной снизу функции. 

. Докажите, что для гармонической в некоторой области 
функции и(т,у) = и(2) справедлива формула среднего 

значения: 
2: 

ща = ] "и (2+ ре*) 4ф. 
2п 0 
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15. 
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Дополнительная литература 

Бицадзе А.В. Основы теории аналитических функций 

комплексного переменного. — М.: Наука. 1984. 

Гурвиц А., Курант Р. Теория функций. М.: Наука. 1968. 

Зверович Э.И. Вещественный и комплексный анализ. Кн. 

4. Ч. 6. Теория аналитических функций комплексного 

переменного. - Минск: Вышэйшая школа. 2008. 

Лаврентьев М.А., Шабат Б.В. Методы теории функций 

комплексного переменного.- М.: Наука. 1973; СПб.: Лань. 

2002. 

Маркушевич А.И. Теория аналитических функций. — М.: 

Наука. Т. 1, 1967; т. 2, 1968. 

Привалов И.И. Введение в теорию функций комплекс- 

ного переменного. - М.: Наука. 1984. 

Шабат Б.В. Введение в комплексный анализ. В 2-х ча- 

стях. - М.: Ленанд. 2015. 

Ответы 

Глава 1 

1.9. 4а) Вег = —64/3, п; = —64, |2| = 128, Атва = 
7п 7п 5 5 
| +2т 82 =-5; 45) Ве; = —5У3, т = -5, [2 = 

7п 7Тт 1 3 
5, Ата = |" +2т }, агр 2 = 5; 4с) Ве; = 5, Па = —2, 

У10 
[| = —, Атв 2 = {-— агсёв 3+2тп }, аге 2 = 2п — агсёв 3; 44) 

Вез=0, д = —4, |2| =4, Агра = {> +2” }, ате 2 = 

Зт МЕ] 1 т, 42) Ве © ==, м=- м о} е) Вез 3, 2 8 | д? АтВ2 [5+2т }, 

ага 2 = ы 4}) Вез = -—128, Ва 2 = —128, |2| = 1282, Ат 2 
5 5т 

= {= +2т}, ат 2 = я 

3 
|2| =3, Агв2 = [розни отр =й 41) Вех = 

; 49) Ве = —3 11 5, Пи 2 = —3с0$5, 

14’ 14 
13п : 

62 =- 1) 42) Ве = соза, Ша =зта, |2| =1, Атва = 

{а+2тт} (везде пе 7). 8. Верно только с). 9а) Ш аи =0; 
96) Веа, =0. 11а) 2(У3-9, ый —2(\/3-4); 115) =(/3-9; 

3 5 5т 5т 
116) 1+ь \2 т Ре с) 1 (ев г +191 5), М2(‹ 608 75 тт то). 

13а) 1-1 (все зариаиты): 136) =2, УЗ (все вари- 

анты); 13с) —3%, 5(+У3+9; 134) (УЗ +8), = -— 2/3); 

13е) = (1+2), У; 139) 

п 
—2 соз? ‚Бог =, Ы = 20084 ‚ Атва = [Пи ат}, 

д. 1 (1+9,+а-; 13/7) 5
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1 ы. 1 ная #: 
+5 (1+9 ,=/2 а -9; 131) а ),—2, УЗ +8; 

138 0, -1, 50+); 137) #(УЗ+А,1ЕБ; 13%) 0, 2, 
21К ; 

+25; 13) 0, +УЗа+9; 13т) 0, +1; 13п) 0; 130) ет ', 
К=1,2...п-1. 18. т172 =1. 

2.4. 2а) (а+2+(а-2=0; 25) 22+ (2) =@?; 26) 
2-2-2-=—1=0. 4. Нет; да. 5). Указание. См. решение 

примера 24) п. 2.3. ба) Области: а), №), 1), т), 0), 3); 65) все 

области односвязны в С, кроме о). 

3.3. 1,2. Только в случаях 2, —*0и 2. —> <. 4. Нет. 

ба) 2+ 38; 66) 0; 66) 0; 64) 0; 6е) не существует; 61) 0; 1 . 

69) соз2 +1512; 61) —й; 68) 0. 7а) {12| < 5}5{- 5} 

75) С исключая { |2| =1, #1}; 7о) {|2| <1} при КЕЙ, 

{|| =1} при К <0, #=1 при К <0. 8а) Расходится; 85) 

сходится; 8с) сходится; 84) расходится; 8е) сходится. 

4.5. 1а) Вес = —3з15, Шпс = -30085, |2| =3, Атва = 

{5 —5+2щ, пЕ 2, аге 2 = 5; 16) Вес = —2е' соз5, 

Пис= —2езт5, |2| = —2е, Атвр = {1+5 +211, п Е 
7}, мег=Б-т. 24) Вес = 08163, Пас = 51583; 

26) Вес = с0з1$63, Нас = 911<63; 26) Вес =1+12, 
2 

ше; 24) Вес = 212, Бае= 3; +2тп, пей. 7а) 

т, ПЕЙ; 75) 2лп-#щ(/2-1), (21-1-2241), пе 

7; 7с) (5+), пе; та) #(+2т), (ит), 

пЕЙ. 8. Нет. 11. Нет. 13а) —2%; 135) —2. 15а) Непре- 
рывна; 155) непрерывна на С\В*; 15с) непрерывна; 154) 
непрерывна; 15е) непрерывна; 151) непрерывна на С\{0}; 

159) непрерывна на С\{0}. 16. Нет. 17а) Нет; 170) нет; 

176) нет; 174) да; 17е) нет; 17]) да. 18) Да на Е\, нет 

на Е. 
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5.4. 5а) Не дифференцируема; 59) дифференцируема в 

С, 1(2) = 25; 56) дифференцируема, /(2) = 5, 2#0; 
54) не дифференцируема; 5е) дифференцируема в 2 = 0, 

Г/(0) =0; 5/) дифференцируема ва =0, /[(0) =0; 59) 
дифференцируема в 2„ = 5 +лт, (2) = К-17 138 у; 51) 

дифференцируема в С, Г(2) = —22 31(2?); 57) дифферен- 

цируема при |2| = Ули, пЕЙ, п>0, ]'(2) =0; 51) диф- 
ференцируема на прямых Га 2 + Ве 2 = о + 2тп, либо 

т -— Ве; = Т +2, где ПЕЙ. 

6.4. 1. Нет, нет. 4а) а =0,с=1; 46) а+ь = -1. 

5а) Дифференцируемость при 2 = 0, нет аналитичности; 

56) дифференцируемость при 2 = 0, нет аналитичности; 

5с) дифференцируемость при 2 = 0, нет аналитичности; 54) 

дифференцируемость при Ве; = п, нет аналитичности; 

5е) дифференцируемость при Ве = 0, нет аналитичности ; 

51) нет дифференцируемости; 59) нет дифференцируемо- 

сти; 51) дифференцируемость при [п 2 = 1, нет аналитично- 

сти; 5%) дифференцируемость при 2 Е { Вед -+ Па = пт} о 

{ Ве — ваз = п}, Вез = от, 27 о+тк, КЕЙ, 

нет аналитичности; 57) аналитичность при Вез. Пиг < 0, 
дифференцируемость также при 2 =0; 5) аналитичность 

при 2лп < Шар < (2п+1л, дифференцируемость так- 

же при 2 = (-5 +2”), п ЕЙ. ба) Да; 65) нет. 10а) 

1(2) =? +22-—1+С, СЕВ; 10) (= -#-, 

СЕВ; 106) не существует; 10а) =” С, СЕВ; 

10е) /(2) = 2-20, СЕВ, ЛР ные 109) 
1(2) = -2 +32; 108) {(2) = Се", СЕВ; 10 Ка) = 
е*С е-, СЕБ; 101) нет; 10%) {(2) = С12?, СЕВ. 
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1 Глава 2 

т.т. 1а) „2-й < 5; 15) 0 28+ 
< 2. 20) д=\ 

Зт 
1 

т 

ри = 0 
о: 26) Ве = 

ани == -57 29 
Е анк 

<< 

) 

42 

2 У 

у в е 
ли с# 0; Веш 

=0 

`В атм 

=: < 87 75 
— да, @) - 8" 

лето 9 — 98 АР 

2 
1 

Е() = 

_ однозначная 
регуляр- 

лк, к=0,1. 
ыл =з 

з+2д +3129 
36) р = 22 

ная ветвь при 

—=4, где 44(1) =} 
(3) 

5т 

дю: 
93° ве 

< аз 86) @ < 
да. 4. 2) 

М — 7". 

т 

ар < В, в- а=2т} 
56) папример, 

11° е2\ < 5 ; 59) напри- 
Ба) и = 

; вв) ш= Ре 54) 
# 

мер, а 
> 0 либо \\<\. ба) 

Да; 6 О 
а а< 2157 

< 

т. 

в, В- к, т) а < №2 < 9 фа. 
ы ; 76) например, 

ие 

Бр и= 
8+8 59) 

Ба 2\ <®. 8. \\ +" <10}.9 Для 
1): а) "дели 

проходи- 

эр 

т 

и = 
я 

= ИИ 
3 

(для за 

мая окружность 
\ш\ = 4} в) аи = 

5; фч=1-1 
12. Для 

я — 

с 
2 

дач 

веты). 

ы 

= 

42 

2): а) окружность 
\ш\ = 5} , проходя 

в про 

10,5; 3. {Веш д 

1 1 

направлении 
8) И 

©) \ы-5\ 
5. 

е= —е 2 

„-а 
ы ПИ. 

я 

56 ми 

вл. дов 

25) ш= СМИ 
1). ет" 

е 5-е 

35) ш=- —. 5а) 5049) 56) 2+9: 59) 5 Эа; 54) 
ше 9 бри= 

. 

2 

ы _4 

со. ба) 
о ш+й = — 2; 66) №7 =: ‚ Та) 

, Ат 
т 

пы Ри 
ры 

фо 2+2, 
в) и 

би 39 (ляз 

— 
4 2+7 о 

г. 
32’ 

приведены 
возможные 

ответы). 

— 
— 

—1 

рае 

дет ТУ 

2+) 

т" 
ЕЕ 

1: 

11.4.54) 0 = 5 
рш= 

= 
8 

(1+7 
Ты 

од еи 

Г 

4 + 172 +4 

= : 

еж 

52 +2241) 

1- 
2 

3+2 

ый 

: = 

сааб 
В, те т а. 

5 ш= | 29 +52 54) ш= \| 5 +57 +? ре 

рак
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2 1 /257 и 1 
УсВ 42 + сВ 4; 5}) ш=-@-); 59) = 5 и 

16 16 2’ 
51) ш = У 1-6 (2—1) (приведены возможные ответы). 

Глава 3 

2 1 12 
12.4. 2. 6-а; длина кривой [. За) 3 (3-48); 35) г + 58 

36) =   “а+с 1)”) при п = -1; лё при п = -—1; 34) 4- 

4/2 (2/3 —1 4ш2— 107%; 3е) ам. 4а) 2; 45) ны, 

13.4. 1а) т; 15) 0; 16) 0. 2. 255 (312). 3. 2. 4.0. 

14.4. 1а) -п; т 1) 0; 1а) т е -#—1). а); 

2) 27; м 24) 4" в; за) 0; 35) тар 4, 4—4). 
3 

15.5. 14) 17 $ 1) те т о — с0$2); ме о в (5 1+2с031). 

о. 5 (=? ны, ы 6082 — 5282. 4. -: ша +1. 

16.4. 1 нара при а 0; #+С при а=0; 15) 
а 

га 

  1 
с №42+С при а#0; С приа=0; 16) (зпа2— 

е 

1+ а2 

а соза2)+С; 14) > с0з(22) + С; 1е) (22+2) 2—22 св 2+ 

С. 2а) Да, нет; 26) нет; 2с) нет; 24) да, да; 2е) нет, нет; 
27) да, нет; 29) нет, нет; 21) да, нет, нет; 2%) нет; 27) нет. 

Глава 4 

17.3. 1. Нет. 2. Нет. 5а) {|| < 1}; {|| <9а<1}; 55 

{Веё> 0}; {Веё>е> 0}. 7. /(0) == 

18.5. 1а) |2-1-+ | < 3; ряд сходится в 21 и 22; 16) [2— < 1; 

расходится в 21 и сходится в 22. 2. Нет. За) #2 + < 1; 35) 

  
к
в
а
р
 

лы
,   
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; 3а) |2| < 92; 3е) |2| < +0, 

если |[а| < 1; м вая В =0, если |а| > 1; 
31) |2| <, а=0. *. Сходится, если |2|<1, 22-4. 

[22| < +0; 3с) =- |< <= 

И И о 

ба) +со; 56) В; 5) 3 . Та) и =", В = +0; 

оо 2, р ап р Ь 

75) ен Ся —° ‚ В= +09; 7) т 2“, В= |2} 

та) НИ 1 =”) ‚ В =1: 
т п=0 

и В=1; > У ов 

1)^° = = =. 
+ с0$1. > ("1 

1 
оо; в х (—1)” (= г) (2—1)", В=2; 86) е? 

у ри ( _ 1)" В м 9а) >. (на — дет)”, 

п=0 

  =”, В = +. 8а) 

         
= 1) 29-1, В = 

  

  

    

2 < зы 95) ут С &7). ‚ |#|>2. 11. Нет, 

о 1) 2(2 + 1) 
да, да. 13а) — ш(1-— 2); 135) #3} ; 136) (2. 

19.3. 1а) 4; 16) 4; 3; 16) 13; 14 3; 1е) 3; 2. 2. Нуль 

порядка К —т. За) Нуль порядка т; 35) Нуль порядка К -+ 

т. 3с) Нуль порядка К — т. 8а) Да; 86) нет; 8с) нет; 8а) 

да; 8е) нет; 81) да; 89) нет. 

20.5. 3а) [2 +1 < УТ; 35) [1-й < У5-2\3. 3а) 2; 
35) +со. 5. В > ши{А;, В2}. 6. Нет.



  
  

  

Глава 5 

21.4. 1а) 1<|2+2<3; 10) 0< ; 1е) 
  

й 1 

1 1 № . Се 
=< [| <е; 14) 4 < |2 - <3. 2а) Да, нет; 25) нет, да; 

2с) да, да, нет; 24) да, нет; 2е) нет, нет; 21) да», нет, да* 

(при надлежащем выборе значений аге 2). За) 
оо (2+4) м 1 +») рый 50< |2+4| <3; 3) е >. ие—5"' 

32+4 

  

п=0 

212; 36) > ОВ И 2—1)", оз < 2; 34) 
п=—ф2 

О 1 32" 

ва О ом 2®— 1! Геа 2. 

    +1)", р = {2 < [2+1 <3}; 

    

48) г = [5 1" 
в зат ( 

(п+1) 2” 
Уи - а 5 <<; 4с) т @+1" 

2+1 >2. 5. але 1< 2+1 < 6. 
22% 5211 

  

22.4. 2а) 2 =0-п2, д =1- с.о.т., 2 = © - с.0.т.; 25) 

& = т -у.о-т., 2 = ©0 - с.0.т.; 26) # =0-у.о-т., д = лп,пЕ 

2 \ {0} - с.о.т., 2 = со - н.о-т. (неизолированная о.т.); 24) 
д = 2711, ПЕЙ -уо-т, 2 = п+ 210, ПЕ Ё- па, д=ю- 
н.о.т.; 2е) 2 = +2 — 1, д = Ш2+ (1+ 2), пЕ 1 - па, 

& = со - н.о.т.; 27) з=0-у.о.т., 2 = +34 - п2, 2 = со - с.о.т.; 

29) = ПЕЙ \ {0} - Ш,2=0- нол, = = со - п3; 21) 

&=1- с.о.т., 2 = (1+ 4п); п 0- па, 2 = со - н.о.т. 3. Нет. 

4а) у.о.т.; 45) П(К-+1)}; 4с) с.о.т. 56а) у.о.т.; 56) у.о-т.; 5с) 
с.о.т. или полюс. ба) п3; 66) с.о.т.; 6с) у.о.т. 7. Нет.   

Глава 6 

23.5. и Да. 2. Да. 3. 2 (сос: + с1с_2). 4. Нет. 7а) 

ге $ /(2) =5» где в = У-®; тез /(2) = -2; 76) тез /(2) = 

п’ тв, а = из, гв а) = 0; 70) тез (2) 0, те о) 
=оо 2= 2 

— тт где е жел, КЕЙДЁК О; 74) тез /(2) = — ГА 

тез 1(2) =1, тез (2) =е'—1; Те) гез Х(2) = тез /(2) = 0; 
1 1. Е 

7]) те а) = -5, гез (2) = 5. 8. тез (2) = 5, где УТ= ; = 

1: гез в =-5, где У1=-1. 9а) —4; 9) 8; 96) зш1; 

94) 1; 9е) —з61; 9/1) 1. 10а) п; 105) —К. Па) 

1 й 3 

бет! В 4-58 +829! 
е? +1 В е?—1 

16(2 — 2)? 32(#—2) 

24.4. 1а) и 19) о 

1 

4е(2 + 1+ 
1 

+—т:и9   11с) С = т 

; 16) 4; о —тзш1; 1е) 5 +7т3); 

211 
17 —— сов; а 3; 11) 2 $ 0; 12) 0; 17) —2л2 соз1; 283 
аа, За) ^; 35) 2"; зе) 2"; за) —"_; 3е) 

ь 3 15, УЗ 2/35 
п ТГ п та 
—=; 3/1) ——; 39) =; ЗВ) к. 
У: 3 то: 39) 9; 31) у 

5 25.4. 1а) —- 15) м 16) ти м) 5" 1е) т о 
5л 

19) - => . 2а) беби) г р ей 26) те" с0$3; 24) 

3 
—2е 222 

35) — 4 (6982 —е?); 3с) = 8 п —е?); 3а) 0; 3е) 

т п (2 
25054; 2 д: 0) — 578 . -[-+3 ; е) 28 052; 7) се соз 4. За) = (5+2); 

п . 
8; 31) ле. 4а)
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Полуплоскость {12 < 0}; 46) полуплоскость {Вез > 0}. 

п зп п п 
26.6. 1а) — (|а|- 6); 1) —. 24) ——; 2) —; о-в к: д 

1 )} ад ^@-2) 1 2 = 
я. (= ап эт эш рп 

плз п 
если р=1; 2е) З; 2) —х 

  ‚ если р 1; №2, 

  

рт 
зш рп 

ш2 Г(р) . . 
3е) — 12"; ЗЛ) 0. 4а) р Ш; 45) 

  
1 

‚ еслир "0; 2, если р =0; 3с) 

п т п3 п? соз ап т 
27.3. 1а) =; 16) -; №) -; о; 1 

а) 2’ ) 4’ я) 32’ 812? апт 5 °) 2а3 зв ал 
Ъ п 

. 2а) сё (1 — @т ©18 ат); 25) з, 2с) 2 

1а) 

п? св ат 

2а2? 36? ап 
1 2 7 24) оби“. 3а) Я 4 

Глава 7 

28.4. 24) п9(2); 25) 0. 3а) —19(2); 36) 0. 4а) 1; 0; 
—3; 46) -3; 0; —4. 5а) —6; 56) 2. 8а) Т; 86) 5; 86) 12; 

8а) 1. 
29.3. 2. Множество линейных функций. 3. Нет. 

30.3. 1. Например, {(2) =2, Э= {|| <1}. 3. МБ соз2— 

2 зт2. 4. 62. 
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